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Capitulo 1:

Introduccion

La Matematica es el soporte oculto de los avances técnicos que estan presen-
tes en la vida cotidiana, vivimos en la sociedad del conocimiento y que cada
dia, requiere mas de sus miembros (principalmente jévenes y adultos) un es-
pecial esfuerzo de formacién tanto para vivir en ella como para incorporarse a
las tareas productivas ; Como adecuarse a las mejoras y cambios tecnolégicos

globales, teniendo una sociedad sin bases y sin herramientas matematicas?

El célculo de areas de figuras como el cuadrado, el rectangulo, el rombo,
etc., ademas de sencillo tiene un claro significado: el area de una figura es
un numero que coincide con el de cuadrados de lado unidad que recubren
exactamente la figura. Se puede cuestionar entonces si cualquier figura tiene
area y céomo se calcula. Para esto se utilizard las integrales definidas. Hasta
ahora hemos aprendido a calcular integrales, sin plantearnos la utilidad que
éstas pueden tener. Sin embargo, la integral definida es un método répido
para calcular areas, volimenes, longitudes, etc. lejos de los procesos lentos
y laboriosos que empleaban los griegos. En fisica, su empleo es constante,
al estudiar el movimiento, el trabajo, la electricidad.Tal como hemos visto

antes, la integral definida es una generalizacion del proceso del cédlculo de
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areas.

Este trabajo tiene como propésito presentar los aportes en el desarrollo del
tema de area de figuras planas en coordenadas polares, el principal objetivo
de este trabajo es poder entender el uso de las coordenadas polares y asi poder
utilizarlas frente a los problemas diarios. Para esto he considerado en el
capitulo 2, el sistema de coordenadas polares y finalmente el area de figuras

planas bajo coordenadas polares en el capitulo 3.



Capitulo 2:
Sistema de Coordenadas

Polares

El sistema de coordenadas polares es un sistema de coordenadas bidimensio-
nal en el cual cada punto o posiciéon del plano se determina por un angulo
y una distancia.

Para definir las coordenadas polares de un punto en el plano fijamos inicial-
mente en él un punto O llamado origen (polo) y un rayo inicial (eje polar)

desde O (Figura 2.1).

P(r,8)

r>0
6 Eje polar

r<Q,/’ 0
M(r, 6 e~

-

Figura 2.1: Parametros en las coordenadas polares

A cada punto P del plano se le asigna un par de coordenadas, (7, 6), llamadas
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coordenadas polares del punto P y tales que:
» 7: distancia dirigida de O a P.

= 0: dngulo (positivo o negativo y expresado en radianes) formado por el

eje polar y el rayo OP (Figura 2.1).

2.1. Relacion entre las coordenadas rectan-
gulares y polares

Para establecer la relacion existente entre los sistemas de coordenadas polares
y rectangulares, hacemos coincidir inicialmente los dos planos. Es decir, el
polo del plano polar coincidiendo con el origen del plano cartesiano y el eje

polar con el eje z (Figura 2.2).

Figura 2.2: Relacion entre las coordenadas polares y las coordenadas

cartesianas.

De esta forma para el punto P podemos establecer las siguientes relaciones,

se deducen facilmente de la Figura 2.2.

24yt =1t = =4/ 22 + 2 (2.1)
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costan = £ <= § = arctan(y) (2.2)
x x
T
costl = — = x =r.cosb (2.3)
r
_Y —
senfl = = =y =r.cosd (2.4)
r

En resumen, tendremos que tener en cuenta lo siguiente para convertir de un

sistema de coordenadas a otro:

= Si conocemos las coordenadas rectangulares del punto P(x,y), enton-
ces usando (2.1) y (2.2) podemos determinar las coordenadas polares

P(r,0) del mismo punto.

» Si conocemos las coordenadas polares P(r,#) del punto, entonces
usando (2.3) y (2.4) podemos determinar las coordenadas rectangulares

P(z,y) del mismo punto.

2.2. Graficas importantes en coordenadas po-
lares

1. La grafica de una ecuacién en forma polar
r = a.cos(nd)

r = a.sen(nh)

Representa una rosa de n pétalos si n es impar, y de 2n pétalos si n es

par.
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Asi por ejemplo, la ecuacién r = 2. cos(36) representa una rosa de tres
pétalos, como la que aparece en la Figura 2.3.

row fear HE

.
(.

Figura 2.3: Gréfica de r = 2. cos(30), que representa una rosa de tres

pétalos.
2. La gréfica de una ecuacion de las formas

r=a=£b.cos(fd) cona,b>0
r = a =+ b.sen(h)

Se denomina limazén (figura en forma de caracol) y su forma depende

de la relacién entre los valores de a y b, asi:

Si a = b, se llama cardioide. Ver Figura 2.4.

» Si0< % < 1, se llama limazén con nudo.Ver Figura 2.5.
m Sil< % < 2, se llama cardioide con hendidura.Ver Figura
2.6.

. a . ,
Si 7 > 2, se llama limazén convexo.
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Figura 2.4: Grafica de coordenadas polares, que representa un cardioide.

B =1 4 flos(a)

Figura 2.5: Gréfica en coordenadas polares de un Limazén con nudo.

Caracobi

Figura 2.6: Grafica en coordenadas polares de cardioides con hendidura.



Capitulo 3:
Area de Figuras Planas en

Coordenadas Polares

La idea central en este trabajo es establecer, usando integrales, una formula
para determinar el area de una cierta region acotada por las graficas de dos
curvas en polares 7 = f(0) , r = g(0) y las rectas § = a y § = 8 que pasan

por el polo (Figura 2.7).

Figura 3.1: 4rea entre curvas en coordenadas polares.

Usaremos la aproximacién en forma diferencial para calcular el area. Para
ello consideremos el area sombreada como el area de la corona circular de

radio exterior r. = f(0), radio interior r; = ¢g(f) y dngulo central df (Figura

9
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2.8).

Figura 3.2: Aproximacién en forma diferencial para calcular el area.

De acuerdo a la Figura 2.8:

1
dA = §T§d(9 - r?d@

1

SU20) - 2(0)1a0

Entonces

1

A==
2

B
/ £2(0) — (00 (3.1)

Ejemplo 3.1. Calcular el area del sector F', limitado por la curva
r=24cosf ylasrectas =0y 0 = 7/2:
Viendo en la Figura 2.9 y aplicando la propiedad (3.1), se obtiene:

1 [z
A:—/ (2 + cos 0)?df

2 Jo

1 (2 1 20
:—/ (4+2.cos@++0$())d9
2 J, 2
3 +64 ,
= u
8

Ejemplo 3.2. Calcular el area de la regiéon limitada por la leminiscata

r? = a? cos(20)

10
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Figura 3.3: Area a encontrar entre las dos rectas que estan en coordenadas

polares.

Figura 3.4: Figura en coordenadas polares de la lemniscata,r? = a® cos(26) .

Viendo en la Figura 10 y aplicando la propiedad (3.1), se obtiene:

WP

A= 1/ a? cos(20)do
2 Jo

= 1a2/2 cos(20)d0
2 Jo

11
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Ejemplo 3.3. Calcular el area de la regién interior a las curvas, vista en la

Figura 2.11:

Figura 3.5: Figura de donde se pide hallar el area entre dos curvas en

coordenadas polares.

De donde de la Figura 2.11, se obtienen las dos curvas r =

—9. cos(20)

Sl
“
3
I

Aplicando la propiedad (3.1), se obtiene:

A= 4.%[/;(—9 cos(26) — g)de]

3
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