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iNDICE GENERAL

AL ESTUDIANTE

Los temas tratados en este texto son de acuerdo a la programacién del curso
de Ecuaciones Diferenciales, de las carreras de Ingenieria Civil- Ingenieria
Mecénica de la UNIVERSIDAD NACIONAL DE JAEN. Es deseo del autor
(profesor del curso) motivar al alumno a leer este texto, pero no que lo
lea como si fuera una novela; se debe leer con calma y sin omitir nada.
Considerelo un libro de trabajo, con esto se da a entender que las matematicas
se deben leer siempre con lapiz y papel a la mano porque lo mas probable
es que se tenga que trabajar en los ejemplos y la explicacién. Lea todos los

ejemplos de la seccién antes de intentar alguno de los ejercicios.

La recomendacién del autor a sus alumnos es que al leer un ejemplo no
vean la solucion, traten de resolverlo primero, comparen su trabajo con la
solucion que se proporciona en el texto y luego resuelvan las diferencias. El
autor trato de incluir lo mas posible la mayor parte de los pasos importantes
en cada ejemplo, pero si algo no esta claro, el alumno siempre debe intentar,
y aqui es donde el 1apiz y el papel entran de nuevo, para complementar los
detalles o los pasos faltantes. Esto no es facil, pero eso es parte del proceso
de aprendizaje. La acumulacién de hechos, seguida de lenta acumulacion de

comprender, simplemente no se puede lograr sin un esfuerzo.

En conclusién el autor le desea al alumno éxitos y al mismo tiempo que
disfrute el texto y el curso que va a iniciar. Si el lector tiene comentarios,
encuentra errores o si tiene una buena idea para mejorar el texto contacte al

autor en lquinoneshuatangariQunj.edu.pe.



Capitulo 1:

Nociones Preliminares

Desde los primeros pasos en el cdlculo diferencial, de todos es conocido que,
d
dada una funcién f(x), su derivada d—y = f'(x) es una funcién también que
x

. ) ., P
se puede encontrar mediante ciertas reglas. Sea la funcién y = e™, entonces

dy 3
< = _3xte®
dx
o lo que es lo mismo,
@ = 32 y
dx
El problema al que nos enfrentamos ahora no es el de calcular derivadas de
. . . . s dy 2
funciones; mas bien, consiste en que si se da una ecuacion como i —3x".y,
x

hallar de alguna manera una funcién y = f(x) que satisfaga dicha ecuacién.

1.1. Definicién y Clasificacion

DEFINICION 1.1. Llamamos ecuacién diferencial (E.D) a una ecuacion
que relaciona una funcion (o variable dependiente), su variable o variables

(variables independientes) y sus derivadas. Si la ecuacion contiene deriva-
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das respecto a una sola variable independiente entonces se dice que es una
ecuacion diferencial ordinaria (E.D.O); y si contiene las derivadas
parciales respecto a dos o mas variables independientes se llama ecuacion

en derivadas parciales (E.D.P).

Ejemplo 1.1. Son E.D.O las siguientes ecuaciones diferenciales:

dy
— — 4y =2
dx y

(x 4+ 2y)dx — 3ydy =0

- Y (@) +y(a) =

2 dy\*
—y—4(—y> +3y =0

dx? dx
Ejemplo 1.2. Mientras que son E.D.P, las siguientes ecuaciones:

x%—i— G_u_
ox yay_

or Oy
Gu  Ou _
ox2  Oy?

u

0
DEFINICION 1.2. Una EDO lineal de orden n es de la forma

an ()Y + an 1y '+ . ar(2)y + agy = Q(x) (1.1)

donde las funciones a;(x), Vi € {1,...n} son llamadas coeficientes de la

EDO.

DEFINICION 1.3. Si Q(z) es identicamente nulo, la EDO lineal se dice
Homogenea. Si Q(x) # 0, la EDO se dice no homogénea.
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DEFINICION 1.4. Si los coeficientes a;(x) no dependen de x, se dice que
la EDO lineal es a coeficientes constantes. De lo contrario se dice que ella es

a coeficientes variables.

En resumen daré la clasificacion de la EDO lineal

=0
Q(z) =0 homogénea
Qz) #0 no homogénea
Vi, a; = cte coef. const

i, a; = a;(x) | coef. variab

a, =1 normalizada

DEFINICION 1.5. Se llama orden de la ecuacion diferencial al orden de

la derivada o derivada parcial mas alta que aparece en la ecuacion.
Ejemplo 1.3. Encontrar el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales:

y = 3zy orden 1
y" +y =cos(x) orden 2

n

Yy +el =z orden 3

DEFINICION 1.6. Se llama grado de una ecuacion que puede ser escrita
como un polinomio en la variable dependiente a la mayor potencia a la que

estd elevada la derivada de mayor orden.
Ejemplo 1.4. Encontrar el grado de las siguientes ecuaciones diferenciales:

(v)? = 3zy grado 3
y" + 1y = cos(z) grado 1
(") +y*=2 grado 2
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1.2. Solucion de una Ecuacion Diferencial

Diremos que una funcién es solucién de una ED, cudndo al reemplazar es-
ta y sus derivadas de orden superior requeridas cumplen con la ecuaciéon

planteada.

Ejemplo 1.5. Verificar que la funcion y; = e” es solucion de la ED

y —y=0

Sea y; = €” derivando se obtiene, yj = e” y esta funcién a su vez se obtiene
" __ x

Yy =e".

reemplazando en y{ —y; = e* —e® =0

.. y1 es una solucién de la ED ¢ —y = 0.

Ejemplo 1.6. Verificar que

es solucién de la E.D, ¢/ + 2zy = 1.

1.3. Origen de las E.D.O

Las E.D son la piedra angular de las disciplinas como la fisica y la ingenieria
eléctrica, e incluso proporcionan un importante instrumento de trabajo en

areas tan diversas como la biologia y la economia.

Ejemplo 1.7. Segun la ley de enfriamiento de Newton, la velocidad a la que
se enfria una sustancia al aire libre es proporcional a la diferencia entre la

temperatura de la sustancia y la del aire. Hallar la E.D que modela dicha ley.
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Sea:

T Temperatura de la sustancia en el instante ¢.
T,: Temperatura del aire.
E: La velocidad a la que se enfria una sustancia.

De la condicién del problema se tiene:

ar
dt

que es la E.D pedida donde k es la constante de proporcionalidad. El signo

k(T -T,), k>0

negativo se debe a que la temperatura de la sustancia disminuye al transcurrir

el tiempo.

Ejemplo 1.8. Si y(t) denota el niimero de bacterias en una colonia en fun-

cion del tiempo, la ecuacién diferencial

y'(t) = oy(t)

donde o es una constante positiva, expresa que el aumento de la poblacion
bacteriana, representada por la derivada 1/, es proporcional a la propia pobla-
cion y, esto es, mientras mas bacterias hay, mas rapido a ellas se multiplican.
La solucién de una ecuaciéon diferencial es una funcién y no un nimero, a
diferencia de las ecuaciones algebraicas. En este ejemplo se trata de encon-
trar la funcién y(¢) : nimero de bacterias en funcién del tiempo. Una posible

solucién es la funcion:

y(t) = yoe
donde g, es el nimero inicial de bacterias en ¢t = 0. Este tipo de soluciones

exponenciales apareceran recurrentemente en la teoria y en la practica.
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1.4. Ejercicios Propuestos

1. Complete la siguiente tabla:

Ecuacion Diferencial EDO o EDP | Orden | Var.Ind | Var.Dep

y =2+ 5y

y// o 4y/ o 5y — eSa:

U o
ot 0z Oy

y" + xy = sen(y”)

(2x 4+ y)dz + (x — 3y)dy =0

dr
AN

d*x

d—y2—3m:sen(y)

Bs\’ 25\’

-2 “0) =s-3t
(&) * (@) ==
GV _ LoV

oz '\ Oy

T N 0*T N o’T 0
ox2 Oy 922

2. Determine m para que la funcién:
a) y = x™ sea solucién de 2%y” —y =0
b) y = a™ sea solucién de x2y” + 6xy’ + 4y = 0

¢) y = e™ sea solucién de y” — 3y’ +2 =0

Si encuentra mas de un valor, compruebe que cualquier combinacion

lineal también es solucién.



CAPITULO 1. NOCIONES PRELIMINARES

3. Compruebe que las siguientes funciones satisfacen las ecua-

ciones diferenciales dadas:

a) y= —%xQe_”C + Chre* 4+ Coe ™™ + Cze—x; Y +y" —y —y =2 "
C
b) y=———; 3 —yta =0
)y cos(r) ¥ Y n(z)

¢) y=Mm(C+e"); v =e?

d) y=vVa?—Cx; (2* +y*)dz — 2xydy = 0

Cy+1. y/ — Y
’ z(In(x) — (v))
f) y=tan(z); 3y =1+

e) T =uye
9) y=¢"—e ' —Lsen(z); vy’ —y=sen(z).
h) y =senh(z); zy" —y —4x’y =0

i) y = arcsen(zy); /(1— 2% — ) =y

j) ¥ +y=arctan(y); 1+y*>+y*y =0

4. Encuentre una ecuacién diferencial de:

a) Crecimiento demografico.

b

Reacciones Quimicas.

¢) Osmosis.

)
)
)
d) Circuitos en serie.

e) Caida Libre.

f) Gravitacién Universal.



Capitulo 2:
Ecuaciones Diferenciales de

Primer Orden

En este segundo capitulo se estudiard técnicas que que nos permitird de-
terminar las soluciones de una gran cantidad de EDO. Comenzaremos por
analizar cinco tipos de ecuaciones de primer orden que denominaré elementa-
les (Integracién directa, variables separables, exactas, lineal de primer orden
homogénea y no homogenea). Posteriormente se estudiara algunas otras ecua-

ciones de primer orden que pueden reducirse a estos casos elementales.

Nos enfocaremos en la resolucién de las ecuaciones y no seré demasiado rigu-
roso en los aspectos tedricos o que justifican los cédlculos, tales como (existen-
cia, unicidad, regularidad de la solucién). Para resolver los casos elementales,
sera 1til el calculo de integrales y recordar el conocido Teorema Fundamental

del Célculo.

10
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2.1. Integracion Directa

Consideramos una EDO del tipo v’ = f(z) es integrable gracias al TFC

(Teorema Fundamental del Calculo) las soluciones existen y estan dadas por:

y:/f(x).dx—i-c, ceR

Supongamos ahora que queremos encontrar la solucion definida sobre un in-
tervalo I y que ademads pasa por cierto punto (g, yo) dado. Esto es, queremos

resolver el problema de Cauchy:

y'(x) = f(z), Veel,
Problema de Cauchy

y(o) = Yo

Integrando la ecuacién y' = f(z) entre xy y x € I, obtenemos

/ vs = [ :f(S)ds

del T.F.C se tiene que:

y(2) = y(wo) + / " f(s)ds

Ejemplo 2.1. sea la ecuacién diferencial ¢y = sen(z), puesto que se puede

aplicar la integracion directa, de donde se obtiene:
y = —cos(x)+¢, ceR.

De manera anédloga para iy’ = x, se obtiene que

11
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2.2. Variables Separables

Una EDO en variables separables tiene la forma y' = f(x)g(y) lo primero
observamos es que si g(yo) = 0 entonces la funcién constante y(z) = yo define

una solucién de la EDO. Para los valores de y, donde g(y) # 0, se tiene

Y — f
Ty)_f()

Integrando y usando cambio de variables

/%m:/%:/ﬂ@daﬂr ¢

1
Si G es una primitiva de (—), ademds F' es primitiva de f(x), entonces
gy

Ejemplo 2.2. Resolver (1 + z)dy — yd(z) = 0.

Despejando las funciones y las diferenciales adecuadamente, obtendremos

[5-15
y ) 1+x

Inly| =In|l+ z|

y = eln|1+x|+cl
y=[1+z[e”
y = te? |1 + x|

y=K(l+z), KeR

", la funcién y = K.(1 + x) es solucién de la ED (1 + z)dy — yd(x) = 0.

12
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Ejemplo 2.3. Resolver el problema de valor inicial

dy =
de  y
y(4) =3

Haciendo el mismo procedimiento anterior, obtendremos 2 + 3% = 25.

Ejemplo 2.4. Sea la ED ¢y = xy, de forma analoga al primer ejemplo, se

22
tiene que y = K.e 2.

2.3. Exactas

Supongamos que tenemos una ecuacién diferencial escrita de la siguiente
manera ydx + xdy = 0. Esta misma ecuacién la podemos escribir como una
diferencial total d(z.y) = 0. La cual puede ser facilmente reducida, integrando

adecuadamente resulta

zw=K , KeR

Teniendo esto en mente nos podemos hacer la siguiente pregunta:
. Sera posible construir un método general para resolver este tipo de ecuacio-

nes? Si.. XDDD.

0 0
Si z = f(z,y), la diferencial es dz = a—fda: + a—fdy. Sea z = ¢, f(x,y) = ¢,
Z Y
teniendo en cuenta la ecuacién anterior y al reemplazar z se tiene
af af
—dr+ —y=20
oz ™" * 8yy

De donde se obtiene que:

13
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TEOREMA 2.1. Sean continuas M (z,y), N(z,y), con derivadas parciales
continuas en una region rectangular R, definida por a < x < b, ¢ < y < d.
Entonces la condicion necesaria y suficiente para que M (x,y)dx + N(z,y)dy

sea una diferencial exacta es que se debe cumplir

oM _ov
dy  Ox

Ejemplo 2.5. Resolver 2zydr + (22 — 1)dy = 0.

Como primer paso tenemos que identificar M (z,y), N(z,y), ademés de com-
probar la condicién necesaria y suficiente, es decir:

M(z,y) = 2xy, N(z,y) = 2? — 1.

En consecuencia, la ecuacion es exacta, y existe una funcién f(z,y) talque:

of - of 2
aof of _
_— = _— = —1
B 2xy By x

Al integrar la primera de estas ecuaciones se obtiene

flzy) = 2%y + g(y)

Determinamos la derivada parcial con respecto a y, igualamos el resultado a
N(z,y) y obtenemos
of

a—y:fc2+g’(y):fv2—1

. ¢'(y) = 1, de donde al integrar se obtiene g(y) = —y. Luego al reemplazar

adecuadamente se tiene que la solucion general de la ecuaciéon es
iy —y=c

14



CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Ejemplo 2.6. Resolver (e* — y cos(zy))dx + (2xe¥ — x cos(zy) + 2y)dy = 0.

0 0
De forma analoga al ejercicio anterior M(z,y) = 8_f y N(x,y) = 8_f Para
Z Y

cambiar el orden para llegar a la solucién, empezaremos con la hipotesis que:

% — g cos(wy) + 2y

flz,y) = Qx/erdy — x/cos(azy)dy+2/ydy
f(z,y) = xe* —sen(xy) +y* +c=0

Ejemplo 2.7. Resolver el problema de valor inicial

(cosz.senzx — zy?)dx + y(1 — 2*)dy = 0,
y(0) =2.

Desarrollando de forma analoga se obtiene por respuesta a

y*(1 — 2%) — cos?(x) = 3.

2.4. EDO Lineal Primer Orden: Caso Homo-
geneo

Se tiene la EDO ay(z)y" + ao(x)y = 0, normalizando la ED, dividiendo por
ao ()

1(z)

el coeficiente a;(z), ay = , # 0, se obtiene

Q

Para desarrollar este tipo de ecuacion se la puede resolver de dos formas:

= Variables Separables.

= Factor Integrante.

15
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2.4.1. Variables Separables

Claramente la funcién nula y(z) = 0 define una solucién para esta EDO. Para

y# 0,y = f(x)g(y). Donde f(x) = —do(z) y g(y) = y. De esta manera:

In|y| = /—c‘zo(x)d:c +c
y = k.exp (— /do(x)dx) , k>0

2.4.2. Factor Integrante

u(z) = exp (— / a‘o(x)dx>

se observa que u'(x) = ag.u(x), si multiplicamos la ecuacién por u(z)

Se Define el factor

w(x)y (z) + ag.u(x).y(x) =0
u(z)y (x) + u'(z).y(z) =0

(u(z).y) =0
y(z) = % = k.exp (- / ao(x)dx)

1
Ejemplo 2.8. Resolver la siguiente ED, ¢/.cosz+——1y =0, x # g—i-/m.
CoS T

Usaremos el metodo de la separacién de variables

/

Y +

y=0
COSQI‘y

y = —y.sec’(z)
d

/_y = | —sec*(z)dz +c
)
In(ly[) = —tgz +c

y=kexrp(—tgx), keR

16
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2.5. EDO lineal primer Orden: Caso no Ho-
mogeneo

Se tiene la ecuacion a1 (y)+ao(z).y = Q(x), si ay(z) # 0, podemos normalizar

ao(x) = ao(w) v Q(z) = Q) y reescribir la ecuacién por el factor integrante
ay () ay ()
u(z) = exp </ ao(x).dx)
obtenemos:-

c n 1
u(e)  u()
DEFINICION 2.1. El primer término del lado derecho

yn(c) = u(cx) = c.exp (_/C_LQ(ZE).d]})

Se denomina solucion homogenea. Aunque se habla de la solucion homogenea,

/ w(z).0(x)dz

en realidad se trata de una familia de soluciones, indexadas por la constante

C.

DEFINICION 2.2. El sequndo término en el lado derecho de

(o) = [ ule)Qa)ds
yy(2) = exp (— / ao(a:)dx) / exp ( / ao(a:)dx) Q(x)dx

Se denomina solucion particular (que se obtiene si ¢ = 0). Se habla de la

solucion particular.

17
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d
Ejemplo 2.9. Resolver xd—y — 4y = 2%".
x

Hallando el factor integrante:

Reemplazando en la solucion homogenea.

c 4

yn(c) = el

Reemplazando en la solucion particular.
yp(z) = x4/x_4x5exd$

Yp(x) = x4/xexdx

5 4

yp(z) = 7€’ — 2"e”

Luego,se obtiene por respuesta a y = x’e® — zte® + ca?

2.6. Ecuaciones Diferenciales Homogeneas

Una funcién F(z,y) es homogenea de orden n, si para todo A > 0 se cumple

la relacién

F(Az,\y) = \".F(z,y)

Ejemplo 2.10. Analizar si las siguientes funciones son homogeneas y de que

orden.

» F(x,y) = 2% + y?, es homogenea de orden 2.

%+

w F(z,y) = no es homogenea.

18
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a:4+y4

= F(z,y) = "

es homogenea de orden cero.

Toda ecuacién diferencial de la forma

dy
%_f(xvy)

Se llama ecuacion diferencial homogenea si la funcién f(z,y) es homogenea
de orden cero. De una forma equivalente, toda ecuacion diferencial de la

forma

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

Sera homogenea sii, las funciones M(x,y) y N(x,y) son funciones homoge-
neas del mismo orden.
Toda ecuacién diferencial homogenea se reduce a una ecuacion diferencial

con variables separables mediante la sustitucién
y=z(x).x
Ejemplo 2.11. Hallar la solucion general de la ecuacién diferencial
(y* + zy — 2%)dr — 2>.dy = 0

Sea M (z,y) = y*+xy—y? N(z,y) = —2? homogeneas de orden 2. Hagamos
la sustitucion:

y = z.x — dy = dz.x + z.dz. Sustituyendo en la ecuacion obtenemos:
(22.2% + 2.0 — 2%)dx — 2*.(dz.x + zdx) = 0

Factorizando:

(2 +2—1—2)dr —xdz] =0
Suponiendo que x? # 0
(2 4+2—-1—-2)de —2.dz=0

19
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/d_x_/ dz 1
x 22—-1 2

=—lnc

1 1 1
lnx+§.ln|z+1|—§.ln|z—1| = élnc

Utilizando propiedades de logaritmos obtenemos

22(z + 1)

= c(z—1)

-

2*(z+1)=c(z - 1)

Recordando que y = z.x

#er1)=e (G-

Esta ecuacién se puede escribir como:
2y + ) =c(y — )

2.7. Ecuacion de Bernoulli
La ecuacién de bernoulli es de la forma
Y +p(r)y =q@)y", n#0,n#1

Sea el cambio de variable z = y' ™" entonces 2’ = (1—n)y~"y’. Multiplicando

(1 —n)y™ a ambos lados de la ecuacién, queda:
(1 =n)y™"y +p().(L = n)y" ™" = (1 = n)q(x)

Z+p@)(1 —n).z = (1 —n)q(z)

Que resulta ser una ecuacién lineal no homogenea de primer orden normali-

zada.

20
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d
Ejemplo 2.12. Resolver 2wd—y + 2y = a®
x

2 3
Lo que es equivalente ' + Y4
2z 2
Sea z = y~2, entonces 2/ = —2y3.9//. Multiplicando —2y 3 a ambos lados de

la ecuacién queda:

Donde el factor integrante es

u(x) = o(J Fdz) u(z) = e~ ¥ne

de donde se obtiene

21
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2.8. Ecuacion de Riccati

Consideramos la ecuacién diferencial de la forma

Y = pla)y? + (o) +r(e)

. . 1 . .
Se hace cambio de variable y = y; + — donde ¥, es alguna solucién conocida.
z
Derivando con respecto a x y reemplazar en la ED, que nos va a resultar una

EDO lineal de primer orden no homogenea en la variable z.

Ejemplo 2.13.

y+y =2 =2z, y(x)=—z+1
/

z
Luego de hacer el cambio de variable se tiene, y = —1 — —, reemplazando
z

estas expresiones en la ED, obtendremos
2! 1\?
(1)t o
z z
operando adecuadamente es equivalente a

z=—1

2
2 —=
T

La ecuacion anterior es una ED tipo elemental visto en una seccién anterior

y pueden resolver sin ningun inconveniente.
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2.9. Ejercicios Propuestos

1. Resuelva las siguientes ecuaciones con integracion directa:

2. Resuelva las siguientes ecuaciones de Bernoulli:
(a) a2y +y=y~"
(b) zy*y + y* = zcos(x).
(c) 2%y + y? = xy.
(d) 2%y — 2zy = 3y*.
3. Verifique que las siguientes ecuaciones son homogeneas y resuélvalas:
(a) 4 — 3y +y'(2y — 3z) = 0.
(b) zy =y + V¥’
)
)

(c) 42* + zy — 3y* + ¢/ (=52 + 22y + y?) = 0.

2xy

DV =ge
,_ Tty
(e) y i

4. En las siguientes Ecuaciones de Riccati, verifique que y; es solucién de

la E.D. Luego resuelvalas:

23



CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

(a) ¥ = 22" + % — 2% pi(r) =2

(b) ¢ =1 —2)y*+ (e -y —x; n(r)=1

(© ¥ =-y+ay+1 ylz)=u2

(d) y=1-2—-y+ay* () =1

(e) v = —8zy* +4z(z + 1)y — 8z + 422 + 1); yi(z) = =
(f) 2cos(x)y’ = 2cos*(z) — sen? +y?%; yi(x) = sen(x).

(g) 2%y —2zy+ 22+ 12 +2=0; y(z)=2"k por hallar.

k
(h) v = —% — % +y% y(r) = e k por hallar.

5. Utilice el cambio de variables sugerido para transformar la ecuacién

dada en una ecuacién elemental y resuélvala:

(a) 2y =v+y; y=wnr.

(b) 42*y" +8xy' +y =0 en (0,00); z=-¢e" z(u)=1y/(e").
() yV=@+y)(la+y+1)! z=z+y.

(d) yy"= @)% p=y.

6. Muestre que una ecuacion diferencial de la forma
y= flax +by+c) con a,bjc € R
Se puede reducir a una ED con variables separables.

7. Resuelva:

1

(a) Yy =(x+y)= .

(b) v — 2xy = 2x(e*).

(¢) ln(z)y’ — (1+In(2))y + L2 + In(z)) = 0.
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(d) (=242 —1)y =2% -2z — 1.

8. El peso de un ser humano desde el nacimiento hasta la muerte puede

modelarse por la ecuacion de Gompertz

aw

= (a —bln(W))W

donde a y b son constantes apropiadas no nulas. Encuentre una solucion

de esta ecuacion que satisfaga la condicién inicial W (0) = Wy > 0
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