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PRESENTACION

Este trabajo académico denominado separata de métodos numéricos con enfoque
ingenieril se ha desarrollado con el fin de facilitar la mejor comprension sobre los
métodos numéricos donde se abordaremos la teoria de errores en métodos numéricos y su
aplicacion a la solucion de ecuaciones algebraicas no lineales de una variable desde un
enfoque ingenieril. exploraremos cémo los errores, tanto truncamiento como redondeo,
afectan la precision de los métodos numéricos y como minimizarlos para obtener
resultados fiables, seguido nos centraremos en técnicas para resolver ecuaciones
algebraicas no lineales, como el método de biseccion y el método de Newton-Raphson,
explicando sus fundamentos teéricos, criterios de convergencia y aplicaciones practicas.
Es importante realizar una adecuada gestion de errores y seleccion de métodos para
mejorar la exactitud y eficiencia en la resolucion de problemas reales en ingenieria,
proporcionando una visién integral de como los ingenieros pueden aplicar estos

conocimientos para optimizar sus soluciones numeéricas.

Invitamos a los estudiantes de ingenieria de la Universidad Nacional de Jaén a revisar este

material académico, pues sera muy util en su formacion profesional de pregrado.

Atte. Los autores

INTRODUCCION

En esta separata, nos centraremos en dos aspectos esenciales de los métodos numéricos
con un enfoque ingenieril: la teoria de errores y la solucion numeérica de ecuaciones
algebraicas no lineales de una variable. abordaremos la teoria de errores, que explora las
fuentes y tipos de errores, como los errores de truncamiento y de redondeo, y como estos
afectan la precision y la confiabilidad de los resultados obtenidos mediante métodos
numéricos. Esta seccion es crucial para entender como gestionar y minimizar estos errores
en aplicaciones practicas, nos enfocaremos en la soluciéon numérica de ecuaciones
algebraicas no lineales, un problema comun en la ingenieria que frecuentemente requiere
métodos iterativos para encontrar soluciones aproximadas. Examinaremos técnicas como
el método de biseccion y el método de Newton-Raphson, detallando sus principios

tedricos, ventajas, desventajas y aplicaciones tipicas en el contexto ingenieril.

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE

www.unj.edu.pe

Carretera Jaén - San ignacio Km 24
Sector Yanuyacu

SEPARATA DE METODOS NUMERICOS CON
ENFOQUE INGENIERIL




LY

SEPARATA DE METODOS NUMERICOS CON
UNIVERSIDAD % ENFOQUE INGENIERIL
NACIONAL DE JAEN

En resumen, esta separata proporcionard el fundamento necesario para aplicar estos
métodos de manera efectiva en la resolucion de problemas reales en ingenieria, destacando
la importancia de una adecuada comprensién de los errores y de la seleccion del método

adecuado.
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III. TEORIA DE ERRORES.

3.1. APROXIMACION Y ERRORES DE REDONDEO.
3.1.1. CIFRAS CIENTIFICAS.

Instrumentos de medicion:

Velocimetro: Mide la rapidez promedio del vehiculo, y solo se toma en cuenta hasta el tercer
digito; por lo tanto, no tiene sentido registrar 48,8642138 km/h.

Odometro: Registra la distancia total o parcial recorrida, considerando solo hasta seis digitos,
como por ejemplo 87,324.5 km durante su uso.

Sea N un numero real

0, 00001845
0, 0001845 —} Tiene cuatro cifras significativas.

0, 001845

El ntimero real N=45300 puede tener 3, 4 o 5 cifras significativas, dependiendo de como se
exprese en notacion cientifica.

4.53x10* :
4.530x10%:
4.5300x10%:

Observacién: Los ceros (0) no siempre son cifras significativas.

3.1.2. EXACTITUD Y PRECISION.

8 Exactitud: indica qué tan proximo esté el valor calculado al valor verdadero o correcto.
Precision: describe cuan proximos estan entre si los valores calculados o medidos en repetidas
ocasiones.

Aumenta la exactitud

Aumenta la precisién

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE
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3.1.3. DEFINICION DE ERROR.

SEPARATA DE METODOS NUMERICOS CON
ENFOQUE INGENIERIL

Los errores en calculos y mediciones pueden evaluarse en términos de exactitud y precision.
Los errores numéricos se originan al utilizar aproximaciones para representar operaciones y

cantidades matematicas exactas.

Valor Verdadero =Valor aproximado + Error

o E, = Error Absoluto=|Valor Exacto—Valor Calculado|

Error Absoluto| 3 | Error Verdaderol

E = ErrorRelativo=

E, = ErrorRelativo=2

\Error Absoluto|

Valor Exacto I_ | Valor Verdaderol

e E x100% = Error Relativo Porcentual

Sea la ecuacion de segundo grado.

¥=3ox= i\g—) Valor Exacto

x =%1,732 - ValorAproximado

E_x100% = Error Absoluto porcentual

|Valor Exacto| + |Valor Calculado|

Ejemplo 01 (Punto Flotante). ;Qué sucede si se reemplaza el nimero 0,12345678 por el
niimero de punto flotante? 0,123456.2. ;Calcular el error absoluto y relativo?

“‘6 Solucion.
v" Calculando el error absoluto.

E, =(0,123456-0,12345678)|
=0,00000078

=7,8x1077
ﬂ =78x107®
v" Calculando el error relativo.

E, ~0,00000078

= |Valor exacto| 0 0,123456
_ 78
123456
=631, 80404354x107°
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v" Calculando el error absoluto porcentual.
E x100% = 78x1 o*
v" Calculando el error relativo porcentual.

E, x100% = 631,80404354x10™

Ejemplo 02: Supongamos que se mide la longitud de un puente y de un remache, obteniendo
9999 cm y 9 cm, correspondientemente. Si los datos auténticos son 10000 cm y 10 cm,
calcule: a) el error verdadero y b) el error relativo porcentual verdadero para cada medicion.

Soluciéon

v" Calculando el error absoluto.

En el puente: £, = [10000—-9999| =1
En el remache: E, = |10—9| =1

v" Calculando el error relativo.

En el puente:

= E, = A =0.0001
|Valor exacto[ 10000

E,%=0.01%

En el remache:

S "R T
i |Valorexacto| T

E %=10%

3.1.4. MAXIMA COTA DE ERROR DE UNA RAIZ APROXIMADA.

/

3.1.5.

Se dice que “r” es la raiz de la ecuacién f(x)=0, aproximadamente con n- cifras decimales
exactas (CDE) si se cumple que.

1
2x10"

C, =|r"—r|<0.5x10™ =

REDONDEO DE CIFRAS SIGNIFICATIVAS.
Sea N=1,0575051615

N (REDONDEO) RESULTA
1CDE 11

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE
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2 CDE 1,06

3CDE 1,058
4CDE 1,0575
5CDE 1,05751
6CDE 1,057505
7CDE 1,0575052
8CDE 1,05750516

Ejemplo 03: Con cinco cifras significativas (redondear)

0,4678323=0,46783
1,3256217=1,32562
3,163231501 =3,16323
4,23216500=4,23217
5,23211500 = 5,23212

R Ty B R T T S e ST N A e T P T T MR ES o P o, Lt T P A PR A e | ST I AP Ve D B i e i 28
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Ejemplo 04 : Segiin el polinomio f(x) = x’ —7x” +8x+0.35 en x=1.37. Utilice aritmética
con precision de 3 digitos y corte. Calcule el error relativo porcentual.

£(1.37)=0.743053

Solucion.

f(1.37)=0.743, con tres decimales

IV. SOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS NO LINEALES DE UNA

VARIABLE.

o 9 4.1. LIMITES Y CONTINUIDAD

Definicién 1: Sea f una funcién definida en un conjunto X, de nimeros reales, se dice que f°

tiene como limite a L en x,, denotado por lim f(x)=L.
X=Xy

SiVe>0,36 >0,Tal qued # 0 Siemprequexe X y 0<|x—x0|<5 Entonces lf(x)—L|<a

/ Definicién 2: : Sea f una funcién definida en un conjunto X, de niimero reales y x, € X , se

dice que f es continuaen X, si.

f(x)=L

lim f(x) = f (%), ESdec”{lim f()=lim f(x)=L

o - ) , " "
Definicién 3: Sea {X n }n_1 , una sucesion infinita de nimeros reales o complejos. Se dice que la

sucesion convergente al nimero x (llamado limite)
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Si Ve >0,3N(e)>0,Tq'n> N(&) ><|x, - x| <&

a = . o
lim X, =x, ox, = x,cuandon — oo, significa{X,}  convergeax

n—x

Ejemplo: sea la sucesion {xn} =—,neN
n

Teorema 1: (Relaciéli de continuidad y convergencia)

Si f es una funcion definida en un conjunto X de niimeros reales x, € X entonces los

enunciados son equivalentes.

i.  f escontinuaen X,

n

i, Si {X }:—1 ,es cualquier sucesion X convergentea x, , Entonces lim f(x,) = f(x,)
= n—w

Observacion 1: Si f es una funcién definida en un intervalo abierto < a,b > que contiene a

x, se dice que f es diferenciable en x; si.

T J(x)— f(x)

,3(existe) ; Cuando este limite existe se denota por f'(x,)

Se conoce como la derivada de f en el punto x,
Se dice que f es una funcién diferenciable en < a,b > si la funcién tiene derivada en [a,b]

Teorema 2: (Teorema de Rolle)

Sea f € C[a,b] y es diferenciable en< a,b >. Si
f(a) = f(b), entonces existe un namero A

ce<a,b>Talque f'(c)=0

fl@y= f@—f -~
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Teorema 3: (Teorema del Valor Medio)

Sea feC [a,b] y es diferenciable en< a,b >. A
@) ==~

Entonces 3¢ €< a,b >Tal que

f(b)-f(a)

ey = f@

|
|
I
|
|
|
|
a b
Teorema 4 (Teorema Del Valor Extremo)

Sea f € C[a,b], entonces existe ¢;,c, €[a, b] y tales que f(c,) < f(x) < f(c,),
Vx €[a,b]. Siademas, f es diferenciable en < a,b > entonces los niimeros ¢, y ¢, ocurren

ya sea en los extremos de [a, b], o donde f' sea cero.
Teorema 5 (Teorema Del Valor Intermedio)

SeafeC [a,b] , ¥ k es un nimero cualquiera entre f(a) y f(b) entonces existe un
ce<a,b>talque f(c)=k

Teorema 6 (Teorema de Taylor)

Sea f e C" [a,b],y f™ existe en <a, b>,sea x, €<a, b>, Vxe[a, b], existe ¢(x)

Entre x, y x talque : f(x)=P,(x)+R,(x)Donde

B =70+ f )=+ ey + L ey LB oy
J 7
@)

Ejercicio 01: Sea f(x)=x’+x’ +2x—3=0, demostrar que tiene una raizen <0,1>
Demostracién por el absurdo
Sea ¢, <¢,,3¢;,c, €<0,1>tal que
f(¢,)=f(c,)=0 ..... por el teorema de Rolle
Siempre que f'(c)=0
fi(x)=5x"+3x* +2
f©)=5c"+3c"+2=0 (—>¢)
10

b < O SR
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Siempre que:

x*20,VxeR
Sip—>g=8Si~qg—>~p

220

3¢ 20

5¢°20
2+3c*+5¢* 20

Por lo tanto d¢c €< 0,1 >

Grifico 2.1: programacion en Matlab

X:_2 . o R 001 : 2 ; \ - Funcion Polinomica

V=% 54%. 3k *xn~3; ‘ % /,
plot (x;y,"z") ‘1 2 [ f0)=x>+x3+2x-3] i
grid |
ylim([-40 40]) | 2o - s
xlabel ('Eje x") -0} ////

ylabel ('Eje y') T G

title('Funcién Polindémica' ); 30 /

legend (' f (x) =x"5+x"3+2x~ 3') .

Ejemplo 02: Ubicar la raiz de la ecuacion f(x)=2—x—Inx =0, en el intervalo de longitud
menor < 0,4 >

Solucién.
2—x—-Inx=0
f(x)=2-x-Inx
f‘(x)=—1—l Ll
X

Analizaremos en [1,2]y diferenciable en <1,2 >

Entonces c e< a,b >Tal que f'(c)= __f(b; - f(a)
-a
1)=1 L _
i reemplazando f'(c) = w1l M -1,6931
f(2)=-0,6931 21

Por lo tanto: ¢ =1,4430=~=1,55
11
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Grifico 2.2: En Matlab

Ejey

9 T T T T T T T -

8t

7

| —f(x)=2-x-In(x),

0 02 04 D06 08 1 12 14 16 18 2
Eje x

Ejemplo 03: Hallar la raiz real de 3x’ +2x—4=0, en un intervalo de longitud menor <0, 4 >

, demuestre que existe una raiz Uinica; y = 3x*+2x-4

a)

Hallando la raiz real.

Para:x=0— f(0)=—4

mebastatomar< 0,1 >
x=1-f(1)=1

Analizaremos en el intervalo [0, 1]
feC [O, 1] y es diferenciable en< 0,1 >.

Entonces 3¢ €< 0,1>Tal que

flle)y=—"——— f(l) f(O) ..PorT.V.M
9c* +2= L)
1-0

9cz=3—>c=i\/T—
3

¢ =0,58 Seescoge la positiva

Consideremos un intervalo < 0.5, 0.9 >

12
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............................................................................................................

............................................................................................................

b) Demostracion por el absurdo
Sea ¢, <c,,3¢,,¢, €<0,1>talque f(c,)= f(c,)=0 ..... por el teorema de Rolle
Siempre que f'(c) =0, entonces f'(c)=9c*+2=0

Siempre que:

2>0
x*=0.VxeR N 9¢* >0
Sipo>q=8Si~q—>~p 2+9c*>0

Por lo tanto 3¢'e€<0.8,0.99 > tal que c'<[0,1]

Grafico 2.3: En Matlab

20
15+ .
10}
>
[+5]
= ]
5} S 3 :
f(x)=3x"-2x-4 |
i
ok / 1
/
s . i ; i i
o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Eje x

(181

Ejemplo 04: Hallar el polinomio de Taylor de grado “n”, para f(x)=e€",de a=0.

Solucion.

f"( )( _a)f +f"'( )

P(x)= f(a)+ f(@)(x—a)+ LD (s —ay

f(x)=€>f(a)=¢"=€"=1
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f)= > f' ()= = f(0)=e" =1
F'x)=¢ = f0)=¢=1
fr)=¢ = fr0)=e’=1
ff(=€ - fr(0)=¢ =1

()= = f(0)=¢" =1

Entonces el polinomio de Taylor se define por:

Rl(x):1+1(x—0)+l(x—0)2 +l(x—0)3 +...+l(x—0)"
2! 3! n!

P"(x)=1+x+%x2+3lx3 +...+ix"

! n!
n xi
F,(x)= ZF
i=0 *-

Ejemplo 05: Hallar el polinomio de Taylor de grado “n”, para f(x)=In(x+1), a=0.

Solucién
f(x)=In(x+1)— f(0)=In(0+1)=0
W e
f@=in+h> =g~ 0=g5=
J'(x) ==L ~1(x+1)" = £(0)=-1(0+1)" =-1
x+1
f|||(x)=1(x+l)—2 —>f"'(0)=1(0+1)_2 =1
P ==2x+1)7 = fY(0)=-2(00+1)" ==

Frx)=6(x+1)* > £ (0)=6(0+1)"*=
/ 7 (x)==24(x+1)" > f"(0)=-24(0+ ==

f "(a)

(x—a)’ +

P.(0)=f@)+f(@-a)+ 12 %(x—a)% f(a ’(x a)"

14
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-120

T(X—O)G +ver

Pn(x)=0+1(x—0)+;—t(x—0)2 +%(x—0)3 +%?(x'0)4 +35£!i(x—0)5 +

2 , 6 . 24 5 120 4
* X — X+ x — X+
2137 3147 4157 516

1
P(x)=x——x
> (X) 5

2 3 4 5 6 _1\rtln

Bt X X 5, SO 5
2 3 4 5 6 n
(_1)i+1x£

peo-F L

i!
Observacion 2: sea f una funcion continua en [a, b] y f(x)=0, "#"es unaraiz de la

ecuacion entonces f(#)=0

4.2. METODOS CERRADOS
4.2.1. METODO DE BUSQUEDA O METODO AL AZAR.
Sea f(x)=0,donde f es continuaen [a, b]

1. f(a).f(b)<0 —><a, b> contiene unaraiz dada, en general un nimero impar de

veces.
2. f(a).f(b) >0 —[a, b] No contiene raices.

3. Si f'(x), tiene un signo determinado (creciente o decreciente), en un intervalo dado

y si ademas el signo de f'(a) es igual al signo f'(b) entonces [a, b] hay una sola

“\C raiz. f(x)=0, y si el signo es igual (es decir no es creciente ni decreciente) con
seguridad no hay ninguna raiz en un intervalo dado.

Ejemplo 01: Separar y hallar las raices. f(x)= x—dxr 42
Solucién
Analizaremos para los intervalos <—1, 0>; <0,1>; <3,4>

Grifico 2.4: En Matlab

15
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30 . : - 2

20+ 4

f(x)= x> - 4x2 ﬂ )

10 + [

e
/ \\\\\

Ejey
Q

-20 -

-30L ’ : A i i
D z 2 3 4 5

==
(=]
-

Eje x
Ejemplo 02: Separar y hallar las raices. f(x) = x =3p—1
Solucidén
Analizaremos para los intervalos < -2, —1>; <-1,0>; <1, 2>

Grafico 2.5: En Matlab

20 R —— T v T ;o l
W 15+ A
/i
10} 1
| f(x) = x5 - 3x - 1
5+ L 1
R e —e_,
[45] L =i = A
7 ° P e
/ ——

-5+ / -
10}t .
-15 / 4
_20 TRl s 'l ' ; s

-3 -2 -1 0 1 3

16
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4.2.2. METODO DE LOCALIZACION

Sea y = f(x), continua en [@,b], donde al menos se encuentra a una raizde f(x)=0. El método
consiste en lo siguiente

i.  Descomponer la funcién dada en dos y de acuerdo a nuestra conveniencia:

()
709 {fz(x)

ii.  Graficar las funciones descompuestas f|(x) y f,(x)
iii.  La solucion es donde se intersectan f,(x) y f,(x)

Ejemplo 03: Hallar laraizen xe* —1=0

Solucién

Grifico 2.6: En Matlab

4 4
W > | 1
& o | ——y1=x; y2= exp(-X)|
2r
1t
0 o =
.--'/
M /-f |
_2 . 1 i i 1 1 i
ﬂ -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Eje x

R B e et
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f(x)=0
f(x)=xe" -1
xe*=1=0
xe' =1
1

X = ==
e
x=€"
Por consiguiente, tenemos.

fix)=x; f,(x)=e " portanto c €[0,1]

Ejemplo 04: Localizar la raiz e* —(x*> —1)(x* —4)=0

Solucion.

et S T ~T

=== y_'1 = exp(x); y2= (x2-1_ )(xz-ﬂg

Ejey

W

e —(x*-D(x*-4)=0
e =x*-5x"+4
Por consiguiente, tenemos.

filx) =€ f,(x) =x*-5x*+4

Por lo tanto, puedo tomar el intervalo

ez e o et . cto
FEXYPOSNESINLANST S URS NENE TESPSNE SRV MRS LSS e S

Carretera Jaén - San Ignacio Km 24
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<-2.5-15>6<-1.505>0<0,1>
Ejemplo 05: Hallar la raiz 3In(x)—x=0
Solucién

............................................................................................................
............................................................................................................

................................................................................................................................................

4.2.3. METODO DE BISECCION.

Sea y = f(x), continua en [a,b], en el que al menos exista una raiz "r" de f(x)=0.En
[a,b] si f(a).f(b)<0.Elmétodo consiste en lo siguiente.

+
i Hala o=2Y2

ii.  Evaluamos f(c)

iii.  Reemplazamos los puntos.

b=& si fla).fle)<0
a=csi f(c).f(b)>0

Nota: La raiz deseada se encuentra utilizando el método indicado, siguiendo el nimero
y criterio establecidos.

\@, Ejemplo 06: Hallar la raiz en xe* —1=0 con una longitud menor de 0.05

Soluciéon

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE
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Asumimos el intervalo [0,1]

f(0)=0.€"-1=-1 0+1
=xe -1 m i =—=0.
fix)=xe _){f(l)=l-e’-l=l.72 como f(0).f(1)<0—>3¢ 3 0.5

0.5+1

f(0.5)=-0.176, asumiendo f(0.5)- f(1)<0—>3¢, = =0.75

£(0.75) =0.585, asumiendo f(0.5)- f(0.75)<0—>3d¢, = @ =10.625

£(0.625) =0.168,, asumiendo £(0.5)- £(0.625)<0—> 3¢, = ”*TO'GZS =0.563

g=le,—¢|= 0.563—0.625| = 0.062 > 0.05 = 7, por tanto, continuamos

£(0.563) =—0.013, asumiendo £'(0.563)- £(0.625)<0—>3 ¢, = 0—'563’;—0'625 =0.594

£(0.594) = 0.076, asumiendo £(0.563)- £(0.594)<0— I ¢, = 0'—56%% =0.579

€ =lc, —¢5| =]0.579-0.594|=0.015<0.05=7

Por lo tanto, la raiz buscada sera: ¢, =0.579

{)J Usando tabla
Intervalo b c f(a) f(e) Producto
[0,1] 1 0.5 1 20.176 2
[0.5, 1] 0.5 1 0.75 -0.76 0.588 -
[0.5,0.75] 0.5 0.75 0.625

Ejemplo 07: Hallar laraizen f(x)=e" —sen(x).En [-8,—-4],
i.  Encontrar un intervalo [a,,b,] =[-8,—4]

ii.  Que lalongitud del intervalo sea menor de 0.05

Solucién.
Asumiremos [—8,—6]

............................................................................................................

RGPS CPEEERNR i S 4T
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4.2.4. METODO DE REGULA FALSI. (Partes proporcionales o de posicién falsa.)
Sea f(x)=0,donde f escontinuaen [a, b] si f(a)f(b)<O0 entonces Ice<a, b> tq’
oo a.f(b)-b.f(a)
f()- f(a)
b=c,si f(a).f(c) <0 (Acotacion por Derecha)
{a =c,si f(c).f(b) >0 (Acotacion por Izquierda)

, Donde se remplaza

Demostracion
La ecuacion de la recta es
B f@| 1
Y=Y, =m(x—x,) ;
m=t@-1(6) : ¢,0)
a-b a \bs
L '

Ejemplo 08: Hallar la raiz de xe” —1=0.con un error menor a 0.05

Solucion. 204
f(x)=xe* -1
0 = ¢ : 10
f(x) -1 1.7183
xe<0,1>
— 1 2 3
fO).f)<0 x
_af®B)-bf(@
fb)-f(a)
- 0(1.71828) —1(-1) _ 0.367881
1+1.71828
i a b & f(a) f(o) Producto
1 0 1 0.36738 -1 -0.46854 +
2 0.36738 1 0.50331 -0.46854 -0.46854 +
3 0.50331 1
4
5
6

21
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4.3. METODOS ABIERTOS

43.1. METODO DE ITERACION DEL PUNTO FI1JO. (o sustituciones sucesivas)

Sea f(x) =0 una ecuacion, donde f es continua en [a, b], si existe unaraizen [a,b],
entonces f(a).f(b) <0. El método consiste en lo siguiente.

i. Dado f(x)=0, despejamos de alguna manera un x = g(x).

ii.  Elalgoritmo a utilizares x,,, = g(x,)

iii.  Repetimos el procedimiento tantas veces como sea necesario para lograr la precision
deseada en la raiz y asegurar la convergencia del método. El criterio de convergencia es

|g '(x)l <1, partiendo de un valor inicial x, | g '(x)l <1

Observacion:
a) xn+1 _-xn
X, = xn| Tolerancia de...

b)

X

n+l

Ejemplo 01: Hallar una raiz de la ecuacion e —2x—21=0; con un error de 1x107°
\‘\Q . Solucién.
i.  Método de la bisqueda.

X 0 |1 |2 |3 |4 |5
f@ - - - - |+
; 100
Solucién grafica.
ii.  Creando el algoritmo o
60+
*-21
e -21=2x >x=2
401
e -21
x)= 20
g(x) 5
e* 21 5 TN T o;?/{f HE
xn+l= o
2 2 T ——eag

X

iii. g'(x)=£2—, X, =3

22
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3
g'(0)|= % =10.04>1

No cumple con el paso (iii) volvemos a buscar.
ii.  Buscando el algoritmo.
e' =21+2x > In(e*) =In(21+2x)

x=In(21+2x)
2(x) =In(21+2x)

iii. Derivando.

x)= . X =3
g0 =

2 2
(N . N
£ }2(3)+211 7

Entonces pasamos a utilizar el algoritmo

x,,, =In(21+2x,)

i 2 g(x,)

P 0 3 3.295836866
1 3.295836866 3.317514051
2 3.317514051 3.319084102
3 3.319084102
4
5
6
7
8
9
10

Utilizando software Matlab
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Bz Editor - C:\Users\USUARIO\Documents\MATLAB\pun
| NewtonRapsonfP.m = puntofijocostm | tailor cualquierm puntofijofexp.m + L A U UL s s § 8 s b i s
1 i Figure 1 BE-EN
2 1 H Fle Edt View Insent Took Destop Window Help Rl
=0 =
3= Dede &R0 EL- G 08 a0 |
4= y=exp (x) ; {l TR j
S= z=2142%x; .I 100 . —
6 — t=zeros(size(x)); ': 20 [ |
T plot(x,y) ' 8oL '
el axis([-1 8 -10 100]) E' |
9 - hold on | 7or 1
10 - plot(x, z) ] 60+
13 = plot(x,t) !1 50
12 = grid 1 i . 5
13 = x0=3; ] y U
i - for i=1:10 H 0 I = i :
15 — x=log (21+2%x0) ; i e / - I
16 — f=abs (exp (x0) -2*x0-21) ; 10+
17 - disp([x0,x, £]) i |
38i= x0=x;
19 — end : e 1 2 3o 5 s 7 8 :
i
- S = — |
>> puntofijofexp
3.0000 3.2958 6.9145
3.2958 3.3%L75 0.5917
3.3175 3.3191 0.0434
337191 23.3192 0.0031
3.3192 3.3192 0.0002
3.31.92 3.3192 0.0000
\! 3.3192 3.3192 0.0000
3:3192 3.3192 0.0000
3.3192 3.3192 0.0000
|
3.3192 3.3192 0.0000
Jx
Ejemplo 02: hallar una raiz de: 2e " —sen(x) = 0 sugerencia en primer lugar separe las raices
- . s . -4
por el método de la localizacién., con una tolerancia de 1x10
Solucion.
50
40
30
0
—~ 24
5 0 5% 15 20
x
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2¢ —sen(x) =0 —=>1n(e™)=In (‘m"(\)

)

ser (\)

—x=ln( )

sen (\)

—In( )

sen (x}

g(x) =—In( )

Analizando la derivada en el punto x, =2

cos(x)
g'(x) = _W = —cot(x)
2

Para x, =2 —)| g'(x)| = \—cot(x)| = [—0.46‘ <1

sen(x) 2

) =In(

Entonces x=—In(———
sen(x)

2z

= In( sen(x,)

X,

n+l

Ejemplo 03: encuentre la raiz real positiva de f(x)=In(x)—x+2 =0, con una tolerancia de

o

107 para la variable x.

Solucién.

x=In(x)+2

l.
B(0) =10 +2 o(/’l_\\ S
|(x) =y X =3 :; x\

/4 |g'3)|= 15' -

<1 -4

In(x) —x+2.x=-0.6

Xy =In(x,) ,

SRR
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METODO DE NEWTON — RAPHSON.
Este método esta basado en la serie de Taylor que se genera a partir de una raiz x, para la
funcion f(x) . Donde se cumple que x, ,, =x, — If)c_")
f'Cx,)
Demostraciéon
Sabemos que m = M
X=X
f '(xu) =m
En el grafico se cumple q
_ f(x)=0
Xy — Xpn A
---------- (5,5 £ (5,)
x |\ n n
fiw) =L |
n - “n+l 1
X, ’ xn+ !
B =f(xn) ( ntl f( 1)) :
n n+l f- T(xn) i
X . =X — Sx) e~ — >
n+l n f' |(xn) (le-Z 4 0)('xn+1 b 0) X

Ejemplo 04: usando el método de las tangentes (Newton y Raphson). Hallar una raiz en
x—e* =0. Con una tolerancia de 1x10°°

Solucidn.
Sea f(x)=x—e ", aplicando el método de N-R 4
X 21
NN
f ('\'._:;‘) T T T T
2 3 4 5 6
Joo )=, ~@ x
fiey=lee™
x, —e "
Xl =X =5
1+e ™
e = \'::-1—2 __\ X =0
1+e”
26
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i
xi x£+l
0 0 0,5
1
Utilizando Software MatLab.
Bz Editor - C:\Users\USUARIO\Documents\MATLAB\Newtonfexptri.m
| NewtonRapsonfP.m | Newtonfexptrim L el e
1 3 $Newton y Raphson ftrigon y exp
2: x=-f:0.1:4;‘ “Ei rigdr;‘l SR
y=x-exp (-x) ; [re tn v oot ok Doty wm b
1=  plonizgy) NEde h NAOD0L- 208 ad
Si= axis([-3 6 -10 8])
€ — hold on 8
S plOt (xi Y) 6
8 — grid :
9= format long 2
10 — x0=0; 2 //
- for i=1:5 0 g
12 — £=x0-exp (-x0) ; F i
1 3= df=l+exp (-x0); y,
14 — ddf=-exp (-x0) ; < /
255 x=x0-£/df; -6 /“
16 — dist=abs (x-x0) ; ! /”'
17= dg=abs (1- (f*df*df-f*ddf) /dE*df) ; '(’
18 — disp([x,dist,dg]) 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
19+ x0=x; = A o = ,
_Q/ 20 — end
Y
Command Window
>> Newtonfexptri
0.500000000000000 0.500000000000000 6.000000000000000
0.566311003197218 0.066311003197218 1.339563433220719
0.567143165034862 0.000832161837644 1.003946186398632
/ 0.567143290409781 0.000000125374919 1.000000593976514
0.567143290405784 0.000000000000003 1.000000000000014
27
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Ejemplo 05: Hallar una raiz de 3x + sen(x)—e* =0 Con una tolerancia de 1x107°

Solucién
f()=0 3
3x+sen(x)—e* =0
P 1
f(x) -1 0.2991
Entonces existe ¢ €< 0,1> tal que s
-104
X, =X, ——f—'(f—"l Donde:
f'(x,)

f(x)=3x+sen(x)—e"
f'(x)=3+cos(x)—¢"

i X Xis1

0 0

1

4.3.3. CRITERIO DE CONVYERGENCIA

Jf(x)-f"'(x)
(f'(x))*

Xy = X — f(x)
T )

i ‘g'(x)]sl - <1

Deduccion del criterio de la convergencia.

P ML 1 1. ) ee— Método pto fijo
70 1[5t R Meétodo pto fijo
e f'(x,,) =g(x,) e sustitucion Newton
J(x,)
Derivando

28
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S(x,)f"(x)

FAEAN
f(x)f"(x)

[£'Ce)]

g'(x,)=

<1

lg'(x,)

43.4. METODO DE LA SECANTE.

Sea f escontinua en [a, b], entonces existe una raiz en [, b]de la forma:

ML €3 C e )
= ) = ()

Demostracion.

Sabemos que:

DACYNACY) %

X —%

Igualando * =%,

F) - %) _—f()

] Q{ =% X -
B €03/ C S CV/C >
) Fxq) =S . £ — F(x)

P f (I;:—l)(‘-“-;:—l — x-’:)
Nl =X
f( ’T_r:—l) bl f('\‘-t)

Ejemplo 06: Utilizando el método de la secante encontrar una raiz positiva. In(x)-x+2=0,

« e . . -4
para valores iniciales x, =3, x; = 3,15 con tolerancia 10

Solucién.
Sea f(x)=In(x)—x+2
| [ (L f(.\-,:)(.'l',: _'\'=:—1)

x=:—1 '1“’:
)= LX)
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(In(3.15)-3.15+2)(3.15-3)
(In(3.15)=3.15+2) —(In(3) - 3 +2)
x, =3.146150255

x, =3,15-

’xz - xl] = ]3.146150255 -3.1 5| =0.849745x107, como este valor es mayor que la tolerancia

por lo tanto se contintia haciendo iteraciones.

=3.146150255—.....

4.3.5. METODO DE NEWTON DE SEGUNDO ORDEN.

L) I 27 )
E 700

Al T Ny

Demostracion.

Por el polinomio de Taylor. Tenemos.

F@ =7+ =)+ L oy e LI ey 4+ L ey

3! n!
Para un polinomio de orden 1.
S =)+ () (x—x)
\ J(x;)
0= Fflx)+f (Xr—x r—)=— -
J )+ S (Rp)r—xp) =¥ (x=xp) e
{ J(x,)
X=X,—
()

Para un polinomio de orden 2.

F) =)+ F () (x—x

LDy

) )
S

2!

)

0=f(x)+f () (x—x)+ (x—x,)°

Sea (x—x)) =Ax

0= 1)+ £ 1080+ L2 (ary

Desarrollando la ecuacion de segundo grado

30
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o =L O E( G0)) =2 ) ()

fu(xo)
Reemplazando
(x—x,)=Ax
o ) AR 270G
R & - T i)
m ) YIS =27 () £ ()
FG) 7t%)

L) AN -2 6 A

al] T ot —_

F(x) I ()

Ejemplo 07: Utilizando el método de newton de segundo orden, encontrar una raiz positiva.
In(x)—x+2 =0, para valores iniciales x, =3, con tolerancia 10

Solucidn.

f(x):ln(x)—x+2—)f'(x)=l—1—>f"(-7f)=__z1
%

X

£3)=In(3)-3+2=1n(3) -1

v 1 _l_ __2
f(3)—3 1——3
s, =—1
3= -9

L) G -2 G )
e )

, (28) ) 2w
() %)
x, =3.146138722

n+l

ST AR S
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4.3.6. RAICES DE POLINOMIOS

Dada la ecuacién P,(x) = 0. Hallamos sus raices aplicando el siguiente algoritmo.

o i~ P(x;)
i+ i P'(x,.)

¢ con =01

Donde P(x;) y P'(x;), se hallan de la siguiente forma.

a, a,. a, Qs = 4 A
N ()
2; xb,, xb,, xb,,--xb, |xb
b,, b, b, s b,y - b |P(x,-)
4 \ED)
X XiCha XCp 3 XC, 4 " |XC
Cn2 Cns Co-a Cps " {P '(x;)

Observacion 01: Se parte de valores iniciales posibles.

Observacion 02: Este proceso se repite en forma iterativa, y la aproximacion al valor de la raiz
buscada aumentara conforme se efectilen las iteraciones y valor inicial sea lo mas correcto

posible.

Ejemplo 08: Encontrar una raiz de la ecuacién. x” +x> —3x—3=0 en [1, 2], si existe una raiz.

Con una tolerancia de 1x107?

Solucion.

L Existe una raiz » €[1, 2] tal que x, =2
w

1 1 -3 -3
4 AR
2 2 6 6
1 3 3 | 3=P(x)
1 S
2 2 10
1 5 113 = Pxy)
¢ oy P
P'(x,)
xl=2——3—
13

x, =1.769230769
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1 1 —3 -3
4 1
1.769230769 1.769230769 4.899408282 3.360491577
1 2.769230769 1.899408282 0.360491577 = P(x,)
1 L)
1.769230769 1.769230769  8.029585796
1 4.538461538  9.928994078 = P'(x,)
o=y PO
P'(x;)
0.360491577

x, =1.769230769
9.928994078

x, =1.7329238103

x3=

X, =

Regla para hallar el intervalo donde se encuentran las raices de una ecuacion polinémica.

Sea P(x)=0, donde P(x) tiene raices reales y P(x) es continua en [a, b], el cual al ser
evaluado en sus extremos adopta valores numeéricos diferentes de cero.

El nimero de raices reales que acepte el polinomio dado en el intervalo [a, b] es N(a)—N(b)

o dicha cantidad; disminuida en nimero par de asignacion que se tenga, para aplicar este teorema,
se basa en la llamada regla de (Bauclan Fourier).

Que consta en lo siguiente.

Dado el polinomio P, (x) =0 de grado n a partir de este se establece la sucesion en base a las

derivadas.
P(x)=g,(x) ]
E )=2:(%) Obtenidas a partir del polinomio
Pi(x) = g,(x) :
dado con sus respectivas
g

P =
fx) &%) derivadas, hasta llegar aun valor

numerico cons tante

Pk(x) = gk(x)J

Observacion 3: N(x) viene a ser la notacion del nimero de signos para en determinado valor.

Ejemplo 09: en el siguiente polinomio analizar P(x) =x’ —1.74x* —2.52x+3.97

Solucién

33
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g,(x)=x’—1.74x* —2.52x+3.97
g,(x) =3x"-3.48x-2.52
g,(x)=6x—-3.48

&3 (x) =6
x g (%) | &(x) | &(x) | &) N(x) N(a)—N(b)
< —00,0 > - + - + 3 cambios de (3-2)=1 una
signo } raiz
0 & - - + 2cambios de
signo }
<0, +o0> + + + + 0 cambios de (2-0)=2 raices
signo

En intervalo desde < 0, + o0 >, existen dos raices

En intervalo desde <—c0, 0 >, Juna raiz

Por tanto, Como el polinomio es de grado 3, el polinomio tiene 3 raices

4.3.7. EJERCICIOS PROPUESTOS.

I

L

Hallar una raiz de siete cifras de tolerancia de cierta ecuacion e* —(x” —1)(x* —4)=0,

con una tolerancia de 10y ocho cifras significativas.

Utilizando el método de Newton de segundo orden analizar una raiz.
f(x)=10x" —8.3x* +2.295x—0.21141

Encontrar una raiz aproximada de la ecuacion x—2""=0 en [0, 1].

Utilice el método del punto fijo para estimar la solucién de las siguientes
ecuaciones, con una tolerancia de 7 =1x107".

a) cosx—x=0
b) 2sen\/;—x=0, para x, =0.5

c) x—e =0

Use el método de Newton y Rapshon para aproximar las soluciones de las
siguientes ecuaciones. Con una tolerancia de 7 = 1x10°°.

D—& +x°

=
a) 3

b) e_"—1+§=0,para Xy =3

34
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c) x'—6x+12x*-10x+3=0, con x,=0.
d) 3x*-e" =0

e) x*+10cosx=0

) e*-Inx=0

6. Emplee el algoritmo de biseccion para determinar las soluciones de:

a) x—27"=0,para 0<x<Icon una tolerancia de 7 =1x10"".
b) e*+27+2cosx—6=0, para 1< x <2con una tolerancia de 7 =1x107".

¢) e —x"+3x—-2=0, para 0<x<1con una tolerancia de 7 =1x107.
d) xsenx—1=0

e) con una tolerancia de 7 =1x10"".

7. Use el método de la secante para aproximar la solucion de las siguientes
ecuaciones, con una tolerancia de 7 =1x107".

a) e +4x’-5=0,para x,=0y x, =1
b) 3x+senx—e™* =0,para x, =0y x, =1
8. Encuentre la raiz positiva de f(x) = x* —8x” —35x” +450x—1001, utilizando el
método de falsa posicion con seis iteraciones.
9. Determine la raiz real mas grande de f(x)=2x" —11.7x* +17.7x-5
a) En forma gréfica.

A% Q/ b)

¢) Meétodo Newton y Raphson (cinco iteraciones con x, =3 y £, <0.0000001)

Método LP.F. (cinco iteraciones con x, =3)

d) Meétodo secante (cinco iteraciones con X, =3 y x; =3.5)

e) Meétodo de Newton de segundo x, =3 &, <0.000001
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