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. INTRODUCCION

Las derivadas surgieron en el siglo XVIIl, aunque de manera algo confusa, como
resultado de las investigaciones de las velocidades por parte del cientifico inglés
Isaac Newton y el analisis de tangentes a curvas realizado por el matematico y
filésofo aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (Roman, 2020).

En consecuencia, las derivadas proporcionan informacién resumida y probada a
los usuarios, permitiéndoles interpretar y ofrecer datos sobre diversos aspectos de
nuestra existencia. Su aplicaciéon abarca desde el vuelo de un avion y el
movimiento de un coche hasta la construcciéon y otros ambitos cotidianos.
Asimismo, las derivadas son cruciales para medir la rapidez del cambio en
fendmenos como la temperatura, el crecimiento o decrecimiento de la produccion

economica, siendo de gran importancia en la ingenieria.

Invitamos a los estudiantes de ingenieria de la Universidad Nacional de Jaén a
revisar este material académico, pues sera muy util en su formacién profesional

de pregrado.
Atte. Los autores

Il. CONTENIDO TEMATICO

- La funcion derivada.
- Interpretacion geométrica.
- Definicién formal de la derivada
W - Célculo de la derivada de una funcién por definicién.
- Derivacion de funciones algebraicas.
- Regla de la cadena
- Derivacion de funciones trigonométricas
- Derivacion implicita.
- Aplicacion de la derivada
- Obtencion de la recta tangente a una curva en uno de sus puntos.
- Estudio de la monotonia de una curva y obtencion de sus extremos.
- Estudio de la curvatura de una curva y puntos de inflexion.
- Resolucion de problemas de optimizacion.
- Regla de L hépital, para el cdlculo de limites
- Teoremas de Rolle, teorema del valor medio y sus aplicaciones
- Velocidad y aceleracion en un movimiento rectilineo.

- Relacion entre rapidez de variacion de variables relacionada.

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE @ contacro © ormeccion
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lll. DERIVADAS

3.1.DERIVADA DE UNA FUNCION

3.1.1. PENDIENTE DE UNA RECTA TANGENTE

Definicion:
focth) cia secante
La pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x)
en el punto P (x, f(x)) es (Doczz , 2024):
. f(x+h) - f(x)
m= Eg(l) A Rectaltangente
f(x)
e

OTRA DEFINICION

La pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el

punto P(a, f(a)) es (Doczz , 2024): |m = lim 7D =/(@)

x—ra x—-a

cta secante
xNn+r——————————

Rectaltangente

\\ £

I
|
Ejemplo 01: Halle la ecuacion de la recta tangente a la grafica a

de la funcién f(x) = Jx enel punto (4,2) (Doczz , 2024).

Solucién
Hallando la pendiente de la recta tangente usando limites:

m—hm b = 3.5 ‘;"":";5:‘]‘“ _\/
3 -
(Jw ~ T ) =
.:—. b (J\ +7 +‘J_) 25 /
Gl ,-..z s
l (J\+4 +J_) A0 }"(\J'1++JT) 1.57 A !
1_/ |
U N SIm=AE
= (fr+h ) 05/ |
1 1 | i
SR W Y A

Seguido se encuentra la ecuacién de la recta con la expresién: |V =m(x—Xy)+ Y,

(Pinto, 2013)

y=%(x—4)+2=%x—l+2=ix+l (Pinto, 2013).

@ CONTACTO 0 DIRECCION
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Por lo tanto, la ecuacion sera: y = %x o |

3.1.2. DEFINICION DE LA DERIVADA

Sea f(x) una funcion real de variable real, si X € Df La pendiente de la recta tangente
(m) en un punto particular se llama derivada de f en ese punto y se representa como.:

m = hm Slx+ ’?_ - Jix)

= Derivada de £ en el punto (x, f(x))
f'(X)=lImf(x+hz_f(X)

h—0

Se da cuando existe el limite.

El proceso de encontrar la derivada se llama “diferenciacion”

Notacion
Sea y = f(x) una funcién, notamos la derivada asi:
Ve f=R 4 oD f)-
av  dv dx
: y oy = D
En un punto particular (a, £ (a)) escribimos: f'(a) =&;

Ejemplo 02: Halle la derivada de ) = X en x=2 (Pinto, 2013).

solucién
22 2 2, 2 2
y,:i(xz):lim(x+h) X _ o X A2xht B —x? . 2xh+h =1im}{(2x+h)
dx h =0 h h=0 h k>0  h h—0 K

= ’}in%(Zx +h)=2x
Entonces: y'= “ (x*)=2x
 y'= = =

Evaluando x=2 laderivadaes: y'=2x —y'(2)=2(2)=4.

Ejemplo 03: Halle |la derivada de V = & :

Solucién
3 .3 3 2 238 8
y'=i(x3)=1im(x+h) X lim* +3x°h+3xh"+h” —x B
dx h—0 h h—0 h

(Doczz , 2024)

Entonces : i(xa) =3x?
dx

Ejemplo 04. Calcular la derivada de la funcion f(JC) =x"-2x .

En los puntos de abscisa: -2,-1,0,1,2,3,4 (Limites y Continuidad, 2024).

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE @ contacro ©Q pireccion
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Solucién
£ <lim Flx+)—-f(0 lim (x4 =2(x+7)—(x -2)
JAN=50 — 2
lim v B ht =D =Tt 42y
=l1
P A
i 2xth—2) K
=2x—2

Para la funcion f (x) = x*-2x , su derivada f'(x)=2x—2en los puntos dados valen:

X =2 10123 4
f'(x) 6 4 2 0 2 46

Los puntos de la tabla anterior: (-2,-6); (-1,-4); ..o :(4,6). Corresponden todos a la

grafica de la recta de ecuacion: y =2x-2 (Marquez, 2014).
para la comprobacion se debe de obtener la expresion de la derivada de f en un punto

cualguiera » mediante el calculo del limite que ya conocemos. (Matematicasiesoja,

2024) l
X f(x) f(x) 71
6 | 48,0000 -14,0000 N
5 | 35,0000 ~12,0000
4 | 24,0000 ~10,0000 ]
3 | 15,0000 -8,0000 N
2 | 8,0000 26,0000 .
1 | 3,0000 -4,0000
0 0 -2,0000 21
1 -1,0000 0 N
2 0 2,0000
3 |3,0000 4,0000 R
4 8,0000 6,0000 al
5 15,0000 8,0000
6 24,0000 10,0000
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3.1.3. DERIVADAS LATERALES.

Sea f:R — R,unafusiony aeD,

Se confirma que la derivada de una funcién en un punto, f'(a), se obtiene como un
limite (Marquez, 2014).
Para que este limite exista, sabemos que han de existir los limites laterales

correspondientes, que en este caso se les denomina derivadas laterales y se obtienen
(Limites y Continuidad, 2024):

f'(@a)= lim f(a-i-h}),——f(a) es la derivada por la izquierda de f(x) en q
h— 0"

f'(@)= lim f(a"'hz_f(a) es la derivada por la derecha de f(x) en 4.
h—0"

Si las derivadas laterales tienen el mismo valor, es decir, f'(a_) =f'(a+) diremos que
la funcion 7 (x)es derivable en . ysuvalores: f'(@)=f'(a")=f"(a")

Ejemplo 05: Sea la funcion g(x)= x* . Calcula la derivada, si existe, en el punto a=1

(Marquez, 2014).

Fa

? v ¥ 2 v

Solucién
(1+7) - g(1) + Hp= +2h+ 1 -1
g = hmw = lim_ (1’—1 = lim_ 1___’___ =
g(l+7)— (1+ #)* -1° 2h+ B -1
g'(") = lim M = lim. M = lim I_f:,_ =9

L g)=¢g)=¢g'n=2
La funcion g(x)=x’ es derivable en a =1 y su derivada vale: 2 (Marquez, 2014). Se

sabe que es la pendiente de la recta tangente a la funcion en el punto de la abscisa
a =1 (Limites y Continuidad, 2024).

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE Q) orreccion

i Carretera Jaén - San Ignacio Km 24
www.unj.edu.pe



SEPARATA DE DERIVADAS CON
ENFOQUE INGENIERIL

&

2 N' UNIVERSIDAD
NACIONAL DE JAEN

3.1.4. DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD.

Una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en él (Marquez,

2014). Acabamos de ver en el ejemplo anterior para g(x) = xz, que es continua
en x =0, sin embargo, no es derivable en x=0 (en ese punto la recta tangente
es perpendicular) (Limites y Continuidad, 2024).

2 . <
Ejemplo 06: Dada la funcién: f(x) = F 42wkl
x+2 si x>1

Analizar su continuidad y es derivable para x=1
Solucion

i) Analizando la continuidad en x =1

lim f(x)= 111111 f(x)= f(1)=3, porlo tanto, f es continua.
x>0 x=1"

ii) Analizando si 7 es diferenciable en x=1

fA+R) = fQ) _ o [A+A)?+2]-[1P+2] L 2h+h _,
h h

h—0" h h—0"

/1) = lim

h— 0" h h—0 h h>0" h

como [f'(IN)# f'(I") entonces se cumple que no existe £'(1)

Portanto f(x) no es derivableen x=1.

Funcion

® f(x) =x*+2 (x<1)
-® g(x)=x+2 (x>=1)
@ ;

@ i(x) = x+2

Texto

-@ textol = “f(x)"”
@ texto2 = “f'(x)”

-

Observacion:

Si una funcién £ es continua en » no necesariamente es diferenciable en 4.

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE

@ CONTACTO

o DIRECCION

Carretera Jaén - San Ignacio Km 24

www.unj.edu.pe




!

" NE= SEPARATA DE DERIVADAS CON
l UNIVERSIDAD ENFOQUE INGENIERIL

NACIONAL DE JAEN

Si una funcién 1 es derivable en @ necesariamente es continua en .

Teorema 01:

Sea s unafunciony x < D, Si 7 es diferenciable en X, entonces f es continuaen

X, (Espinoza Ramos, 2022).

Generalizacion

, - ; | .
Si usamos limites para hallar la derivada de y = x" obtenemos: y'= nx""  es decir:

si |fW=x"> f'@=nx""

3.1.5. PROPIEDADES DE DERIVACION

Sean f, g dos funciones entonces se cumple que

A= gw]=L 9= (v
l ax ax ax
A )=k 2 £
2 ax ¥

A [£().8()]= ()2 £(x) = f(x).g(x)
ax - ax ax

3,

d d
T e g()— F() = () — elx
FARiS - gﬁ)d._\_fu) f:\)d_\__.(\) T

, Ale@] [e@®] i

dy
y=f()=x=—=1
5. Si dx

6. si f(=k= f'(x)=0

\ 7. Si f)=€¢"=f"(x)=¢

f)=d =>f'(N)=a n(a) . a>0.a#1

8. Si

Ff)=lax= f'(x)= -
9. Si -

flx)=log (v)= f'(x)= l—log_,: e x>0
10. Si +

Ejemplo 07: Hallar la derivada de f(x)=(x’—2x")(x" ~6)

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE @ contacto © oweccion
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Solucion

Aplicando la propiedad (4)

f(x)=(x" —2x")(x* -6)

£'(x) = -2x%)(x* -6)+ (x* - 2x*)(x* - 6)"

f'(x) =B x* —4x)(x* —6) +(x’ —2x*)(2x)

f'(x)=3x" —18x% —4x* + 24x+2x* —4x’

f'(x)=5x"—8x’ —18x" +24x

Ejemplo 08: Hallar la derivada en f(x)=140.
Solucién

Aplicando la propiedad 1 tenemos: #'(x) =0, porque f es constante

ACTIVIDAD 01 DE REFORZAMIENTO

a) Determinar la derivada de las siguientes funciones aplicando limites.

J=5x2 f)=2
0 Fly=5% j -
b) f® =x"=3x+5 d) f(x)=sen(x)
b) Encontrar J'(x)
= | 2 4 3
y [(3)=24-10x =22
b) f(x)=€" —2x +4x’ ©)
T3 5 2
f(X)=—£ g) fX)=(x" -2x)(x"+6x")
9 ¥ x+3
F(9) =5 —4x+9)
PR h)
e) \/'_x- 3x5
- fa)me—
4 -1 3 1) x =2x+1
fO=t-2"+=
. t )=
i) 4x° —3x"+1
¢) Encuentre ecuaciones de la recta tangente y normal a la curva en el punto dado,
/ y Utilice una herramienta matemaitica para graficar 1 y f' (Videla,
2024).

/ o f@=r+2¢" (0,2)
y f0=0+29%  (1,9)
" fm=3x2-23, 12

g fO=x=x (10

@ CONTACTO o DIRECCION
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d) La ecuacién de movimiento de una particula es S(f) = P =3t , donde § esti en
metros y ! esta en segundos. Encuentre
(a) La grafica de movimiento de la particula.
(b) La velocidad y aceleracion como funciones de t (Videla, 2024),
(c) La aceleracion después de 2 s, y
(d) La aceleracién cuando la velocidad es 0 (Videla, 2024).

e) Sien un cilindro se mantiene gas a una temperatura constante 7 ,la presiéon P
esta relacionada con el volumen /' mediante una formula de la forma

p_ RT3 an’ dP

o - enla que d b,nyR son constantes. Determine —
Fnh P =eomael Oy 7

3.2. DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS
3.2.1. REGLA DE LA CADENA
Si f(u) es derivable en u=g(x) ¥ g(x) derivable en X, entonces la compuesta

(f°8) =/f(g(x)) es derivable en Y. Ademas:

(feg)(x)=7"(g(x)-g'(x) Funcion exterior
- S b / \
Usando la notacién de Leibniz, si y= f(x) , u=g(x) P \
& y = f(zg(x) = f(u)
entonces: %  du dx % 4
| I i
REGLA DE LA CADENA PARA POTENCIAS

Si u(x)es una funcién derivable entonces: iu" = L
dx dx

A si mismo tenemos si: u'(x) = ‘j’_;; , se cumple que:

1.8l f) =" = f1(0) =e"Pu'(x)

2. Si f(x)=a",a>0,a#1= f'(x)=a"“@u'(x)In(a)

Ejemplo 01: Sea , = (3x> — x+1)* halle su derivada

/ solucioén

Y =dGxi - x+ 1) (6x-1)
j':w‘x‘.\"' + X

ﬂfl :

Ejemplo 02: Sea calcule ¥

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE @ contacro © orreccion
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Solucion

1
y=vx+x=(x"+x)2

1 1 2
gl > Zolosgige -5 4!

de 2 24x* +x

dy

dx

Ejemplo 03: Sea y = 4+ calcule
Solucién

3 & a3 3
y=4te ay=4x +e¥ %(x3+e’)h1(4)—> y'=1In(4) (3x2 +€*)4* te"

3.2.2. DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

f) Derivada de la funcion seno de x

sen(x + h) — sen(x) - sen(x) cos(/1) + sen(h) cos(x) — sen(x) »
h—0 h

% [sen(x)] = lim
sen(x)(cos(h) —1) + sen(h)cos(x) — i sen(x)(cos(h)—1 o ik sen(h)cos(x) _

lim

h—0 h h—0 h h—0 h

sen(x) 1}111% OS(:)) o + cos(x) l}im Se”(h) sen(x)(0) + cos(x)(1) = cos(x)
11— ’ T

g) Derivada de la funcion coseno de x

d [COS( \)} cos(.\'+ h)—cos(x) _ _— cos(x) cos(/) — sen(l)sen(x) —cos(x)
s h =0 h a

im cos(x)(cos(/7) — 1) —sen(h)sen(x) — fm cos(x)(cos( /) —1 —bm sen(i)sen(x) _

cos(\)hm & sen (1)11111 _U) = cos(x)0) —sen (X)) = —sen(x)

Para calcular las derivadas adicionales, no es necesario utilizar limites, ya que se

pueden emplear las identidades trigonométricas relacionadas con el seno y el coseno.

h) Derivada de la funcion tangente de x

d tan(x) d se: (1) ‘ cos(x)cos(x) — (—sen(x))sen(x) _ cos” (x) +sen’(x)
v m| cos(x) | (cos(x)): - (cos(x)’
1 35 s
B cos” (%) B

El lector puede usar este mismo procedimiento para probar las siguientes derivadas:
% cot(x) = —csc’(x) %sec(x) = sec(x) tan(x) %csc(x) = —csc(x) cot(x)

(Pinto, 2013)
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DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMPUESTAS

Si u(x) una funcion de x entonces sus derivadas son:

1. i Sy =sen(u(x)) = f'(x)=u'(x).cos(u(x))

2 gi S (x)=cos@(x))= f'(x)=—u'(x).sen(u(x))

3. i f)=rglu(x)) = F'(x)=1"(x) sec T (u(x)

4. Sj Jx)=cag(u(x)) = F'(x)=-u'(x) esc “(u(x))

5 gj J()=sec(u(x))= f(x)=u'(x).sec(u(x))rg (u(x))
6.

Si FX)=csc(u(x) = f'(x)=—u'(x).csc(u(x))crg(u(x))
DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Las férmulas de derivacion de las seis funciones trigonométricas inversas son:

1. Si f(x)=arcSenu(x) =f'(x) = u'(x)

=[]

2. 3
S =arctgux) =>f'x) = ‘_&
3. Si 1+ |_u(_\)]
F(xX)=arccosux) = f'(x) = _¢
-l
f)=arcctgux) =f'x) = _%
4. Si 1+Lu(.\)]
Fx) = arcctgulx) 2> £'E) =~ IT;%]T
5. Si
F(x) = are sec u(x) = f'(x) = 1'(x) :
H() 4l vl -1
6. Si | l(x)l\ffa(x)]
u'(x)

f(x)=arccscu(x) = f'(x)=—

u()u)] -1

Ejemplo 04: Calcular la derivada de y = sen(x?)
/ Solucién
‘ / y'=cos(x?)2x = 2xcos(x?)
Ejemplo 05: Calcular la derivada de y = a rcsen(In x)

Solucion

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE (@ contacto © orreccion
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1
y=arcsen(lnx) »y'=—2—
\]l—lnzx
X

x\/I—lnzx

3.2.3. DERIVACION IMPLICITA

—>y'=

La derivada jx—y de la funcidn implicita E(x,y)=0, se calcula derivando término a

término (Espinoza Ramos, 2022), considerando a y = f(x) como funcion de x, y de

esta despejamos ' — [Q]
dx

Una forma mas practica para calcular ,,'— [d_yj de la ecuacion E(x, y) =0 es aplicado

dx
la formula
& _ Ei(xy)
dx E y (x,¥)

Ejemplo 06: Hallar la derivada de ;2 = x

Solucién

v=f(x)= «f.\_' . y=f(x)= %

Se define dos funciones implicitamente, ellas son:
al
()= =

Para hallar 4% debemos derivar implicitamente la ecuacion 2 = x, en primer

lugar, vamos a sustituir ) por f(x) en la ecuacion, asi:

1.— | f(x Fem . .
[’ ( )] , ahora derivamos en ambos miembros con respecto a X, y usamos la

o

regla de la cadena en el miembro izquierdo
1 1

2f(x) 2y

- SIS =1 5 (0=

Entonces '= 1

Ejemplo 07 ,° +7y = x* define a y como una funcién implicita de x, halle dy

dx
Solucion
Derivando en ambos miembros:
33t =T =3 > = (31 +7)=3x"
ax ax ax

@ CONTACTO o DIRECCION
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i -2 VvV = ——
dx 3y +7 3v 47

ACTIVIDAD 02 DE REFORZAMIENTO
i) Hallar las derivadas de las siguientes funciones.

@) Jix)= (6x—2)\/x2 —5x+3

y=x' cot(4x —9)

(h)
- & . ¥y =cos 6
(b) 7 In(x+1) M 7=
0 y=tan’x’

f@)=+(x-1°(6x-5)
© 1o f®)=€ nx

S(x)=; [5)?—1] (1) f(x)=e"Inx

2
=arccot| ———
(m)y [5x7 —)C)

(d)

f(x)=:

(e) (9—2x2) @) y=arc Sec(Sx3 —x)

® » = 3[cot(8—3x) i y=arcsen’2x

3
(g) y =cotx secSx

®) y =a!rctz:1n(3x2 —11x+5)

j) Movimiento armonico. El desplazamiento de su posicion de equilibrio para un
objeto en movimiento armdénico situado al extremo de un muelle es (Pino,

1 1
2020): y = —cos12t — — senl2t, donde ) se mide en piesy ! en segundos.

3 4

T
Determinar la posicion y la velocidad del objeto cuando ¢ = —

8

k) Movimiento ondulatorio. Una boya experimenta un movimiento armonico
simple, descrito por y = Acos(w?), mientras las olas la atraviesan. La

boya se desplaza verticalmente desde el punto mas bajo hasta el mas alto,
recorriendo una distancia total de 1,067 m. Cada 10 segundos vuelve a su
punto de maxima altura (Pino, 2020).

/ / a) Escribir una ecuacion que explique el movimiento de esa boya si esta en su
maxima altura cuando ¢ =0,

b) Calcular la velocidad de 1a boya en funcion de t (Pino, 2020).
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3.3.DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Sea y =f(x) f:R — Res una funcion derivable en x entonces:

Y= 1= @

3 f'(x)=lim At d entonces: es la primera derivada
h—0 h

o derivada de primer orden

Que al derivarse queda expresada como otra funcién de la forma siguiente.

"¢ =}in})f'(x+hz‘f'(ﬂ entonces: " = f"(x) = jzz f(x)que ha esta funcion le
5 X

llamaremos segunda derivada o derivada de segundo orden y si volvemos a derivar se
obtiene otra funcion.

d3
dx’

tercera derivada o derivada tercer orden y asi sucesivamente.

SO+ ) - "7 ()
h

f"'(x):}irr})fl'(x+hz"f"(x) entonces: " = f"(x)= > f(x) Y lo llamaremos

La derivada de la funcion f " (x) es [ (x)= }11)1}) entonces:

n

y® = fO(x)= ; f(x) eslaenésima derivada o derivada de orden n (Pinto, 2013).
xﬂ

Ejemplo 01: Halle todas las derivadas de orden superior para (Pinto, 2013)
y=3x 535 4w =3

Solucién
Hallando sus derivadas de ¥ =3x" +2x’ +x2-2

y'=12x" +6x° +2x
y"=36x"+12x+2

y"=T2x+12
y.('v :72
y'=0
y'=0

Ejemplo 02: Hallar /" (x) si f(x)=——

x+1
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Solucion
@) == £ = Hll)z
a2
£ =~ (1 2 :)*
=T

(x+1)

" =(—U"L23~~n=(—nﬁng
f (x) (x+1)n+l (x+1)n+l

-1)"-n!
Por lo tanto f"(x)=()—:11
(x+1)

=2

Ejemplo 03: Hallar f( (x) si f(x )_ =

Solucion

3

x2x+2

1 1
(x)=-2 g
1) ()6—2)2 ()c+2)2
1-2 1-2
n :2 3
7] (x——2)3 * (x+2)3

Yeded 1:2-3
m ==2 _3
QT\ S = ey ey

; 1-2-3-4 _1-2-3-4
“(x)=2 +3
7o) (x- 2) (x+2)5

f(X)=

- flx)=

// (—0"L23~~n+3p4ybzsunn

x)=12
/ f (x) (X"—Z)HH (x+2)n+l

Por lo tanto f"(x)=2(_l) +3( 1)"-n!

(x_z)rﬂ-l (x+2)n+l

1- i 4G
Ejemplo 04: Demostrar que la funcién y=Ax”+Bx n, satisface la ecuacion

s 1—._: ‘Il=0
diferencial: mn D“ o
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Solucién
= A"+ BT
Derivando

v = A + (- n)Bx"

' =n(n =D AT + (1= )= By

Ky =n(n-DAx" +(n-D0) BT (D)
n(n-1)y=n(n-1)Ax" +n(n-1) B ..(2)
Restando (1)-(2)

Se obtiene: n(n—1)y—x’y"=0

3.4.DERIVADAS DE ECUACIONES PARAMETRICAS

3.4.1. REPRESENTACION DE CURVAS EN FORMA PARAMETRICAS

Las coordenadas (x,y) de un punto P de una curva pueden ser funciones de una

variable f llamado parametro, es decir (Espinoza Ramos, 2022):

o 75O

| v=g(d) : "
: , son las ecuaciones parameétricas.
A la ecuacién (&) se le denomina ecuacion paramétrica donde el valor de t le

corresponde un punto (Espinoza Ramos, 2022) P(f(¢), g()) del plano XY.

Ejemplo 05: Trazar la grafica de las siguientes ecuaciones parameétricas.

a) *= 2t, y=-5t Ecuacion paramétrica
\\ solucion -
t x y Q}\\ 10
\\
-2 -4 10 ‘&\ 5
\
-1 -2 5 o
/ 0 0 0 6 4 2 0N 2 4 6
5 N
/ 2 -5 .
2 -10 0 ki
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1.41 1.41 | Solucion
2

0 2 3 Cdrva bararﬁélriéa ‘
% La x = 2 cos(t)
[ ol
3 | 141 | 141 y=amnif)
4 Funcion 1
T ) 0 f(t) = 2 cos(t)

g(t) = 2 sen(t)

3 0 -2 Namer L £
% gl
27 2 0 bl

3.4.2. DERIVADAS DE LAS ECUACIONES PARAMETRICAS

Consideremos dos funciones ¢ y g derivables en un intervalo [a, 4], tal que:

{x=f(t)

, son las ecuaciones paramétricas (Espinoza, 2024).
y=g(t)

La % donde X y y estan dados en forma paramétrica, se obtiene aplicando la

regla de la cadena, es decir (Espinoza, 2024):

‘-1;“-_1;‘ . av
(s 3 ==/ L, = '
r=g() dv_ (0 dx ax  f'()
Si a - dt
&_20).  reyeo
Donde ax f'(r) ‘

Para obtener la segunda derivada, se aplica nuevamente la regla de la cadena,

es decir:
&y _f0g0-g0f'e. 1) %0
@ (f @) ‘
dy x =a(t —sent)
i/ Ejemplo 03: Calcular —| en
ax|., y=a(l—cost)
solucion
dy _y'__ asent _ sent
dx x' a(l-cost) l-cost
dy| _ sen(z/2) 1

dx|,, " 1-cos(7/2) 1B
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=1

wi2

d

De modo que s
d.

ACTIVIDAD 03 DE REFORZAMIENTO

1) Hallar las derivadas y evaliie en de f"(x) las siguientes funciones.

2) JS(x)=1ln(x-a) f[.\'}=1;'1:

b) S(x)=1n(x) g) =3
N Pl

c) flx)=e h) X -1

d) J(x) = sen(x) ) F(x) = 25x—112
NP i X° F X

d f(x)=(ax+b)

p [fW)=ve

m) Escribir las ecuaciones de la recta tangente y normal a la curva
; bl

X+ +2x-6=0

: , en el punto cuya coordenada es y=3.

n) Si Jxy=asendr+bcosdx ,. Hallar los valores de a y b tal que se cumple la
igualdad: JS'(x)=4'(x)=3/(x)=10cos3x

0) Trazar las la grifica de las ecuaciones paramétricas pasando a coordenadas
cartesianas y Utilice una herramienta matematica para su grafico.

{x=t—1 X=acos't
2
a) (V7T d) y=asen't
x=1+cosé 5
b) y=2+2senf x=t"-1
) y=4t-t’
x=t
1 e at
=5 1+7°
g at’
f) y:l+t3

p) Utilice una herramienta matemitica para trazar la grafica de las funciones en
2

forma paramétrica y calcule

i
x=t-1 x=a (t—sent) T
2 I t):>parat=5
a) y=t¢ 0) y=a (1-tcos
{x:a (cost +t sent) x=1 -t
b) y=a (sent—tcost) y=t3+l
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3 5 = parat=0
y=asent y=t

{x=acos3t {x=1n(1+t2)
) f

q) Encontrar las ecuaciones de la tangente y normal de la curva x=¢+1,
y=t+2t, para t=-2
r) Escribir las ecuaciones de la recta tangente y de la nmormal a la curva
-1 3 1
= R _ A
en el punto (2,2) (Espinoza Ramos, 2022).

6

s) Hallar la n- ésima derivada de la funcién f(X)=——5——
(x=3)"(x+1)

t) Refrigeracion. La temperatura 7' en grados Fahrenheit de los alimentos
colocados en un congelador es (Larson & Bruce H. Edwards, Cilculo de
una variable, 2010)

ro_ 700
t"+4r+10

Donde t es el tiempo en horas. Calcular la razén de cambio de 7" en Celsius con
respecto a ¢ en cada uno de los siguientes tiempos (Larson & Bruce H. Edwards,
Calculo de una variable, 2010):

a)t=1 bh)t=3 c)t=5 d)t=10

y

3.5.APLICACIONES DE LA DERIVADA

Las aplicaciones de la derivada de una funcién son numerosas. En este apartado
nos limitaremos a ver las siguientes (Limites y Continuidad, 2024):

\ Obtencion de la recta tangente a una curva en uno de sus puntos, estudio de la
monotonia de una curva y obtencién de sus extremos, estudio de la curvatura de

una curva y puntos de inflexién, resolucion de problemas de optimizacion, regla de

L hépital, para el célculo de limites, teoremas de Rolle, teorema del valor medio y
{ sus aplicaciones y velocidad y aceleracion en un movimiento rectilineo (Limites y
Continuidad, 2024).

3.5.1. OBTENCION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA EN UNO DE SUS
PUNTOS

La ecuacién de una recta que tiene de pendiente My pasa por el punto de

Ax.0y)

V=9, Fmx —x,)

coordenadas es

@ CONTACTO o DIRECCION
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La recta tangente a una curva f (x) en un punto de coordenadas P(xo,yo) tiene

por pendiente en ese punto, segun sabemos, M = f ’(xo) y por tanto su ecuacion
es (Limites y Continuidad, 2024):
y=y,+f(x)x—-x,)
Ejemplo 01: Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién

f(x) =4-x" enlos puntos de corte con el eje de abscisas (Limites y Continuidad,
2024).
Solucién.
Hallando Los puntos de corte de la funcion f(JC) = s y
4-=-% =S E 4= ¥==E]
Por tanto, los puntos de corte con el eje X son:
a2.0) R-2.0)
Calculando la derivada de la funcién T

f'(x) =—2X . Sabemos que (Limites y Continuidad, 2024).

w.
&4
W

o
~
o4
o4

La pendiente de la recta tangente en esos puntos es

w = FHLIY = w = #£1f 3
= o k-';_—"l yf"; = &K J y = 4x+8 y = -4x+8

Las rectas tangentes en los puntos.
0(2,0) y P(-2,0) son, por tanto (Marquez, 2014):

v=0—-4(x-2)=—4x+8 v=0+4(x—(2))=4x+8

3.5.2. ESTUDIO DE LA MONOTONIA DE UNA CURVA Y OBTENCION DE SUS
EXTREMOS.

a) Crecimiento y Decrecimiento de una funcién en un punto (Marquez, 2014).

/ £(x)derivable y creciente en X, = f '(XO)Z 0

f(x)derivable y decreciente en X, = f '(XO)S 0
Criterio que nos permite relacionar la monotonia de una funcién en un punto con el
signo que toma su derivada en dicho punto (Marquez, 2014).

[ £'(x,) >0 fcreciente en x,
Sea f(x) una fimcién devivable en x, — <~ . _ ’
T 1 f(x) < 0= f decreciente en X,

b) Miaximos y minimos relativos de una funcién.
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| f(x)tieneenx, - (existeininimmeroveal a ial gue |

L Meaximorelativo Stxvely, —ax,—al= f(x) < fx)

[ f(x)tieneenx, | |evistewnnimeroreal a tal gue ',

L Minimorelativo  [sixely,—ax;—al= () > fx;)]
Condicién necesaria de extremo relativo.
Si f(x)tiene maxinp o ninino relaivo en x,= f(x,)=0

(**esta condicidn es necesaria pero no suficiente). Definimos puntos singulares o puntos

criticos de una funcién, como aquellos en los que la primera derivada se anula:
| f'(x) = O(tangente horizontal) (Marquez, 2014).

Los puntos criticos pueden ser: maximos, minimos o puntos de inflexion (Marquez,
2014). La regla para identificar los extremos relativos de una funcion se basa en
observar el signo de su primera derivada cerca de un punto especifico (Marquez, 2014).
Un punto critico es:

Maximo > 0a suizqiderda [ <0 asu derecha

minimo  f' <0 a suizquierda ' > 0 a sit derecha

Diflexion [ tiene el mismo signo a ambos lados del piniro

Ejemplo 02: Sea la funcion f(x) =x2 —-3x + 2 estudia su monotonia (intervalos de
crecimiento y decrecimiento) determina los puntos criticos y decide si son maximos y
minimos (Marquez, 2014).

Solucioén.
Determinando los puntos criticos.

(=) il e = 3 =l
Estudiamos pues el signo de la derivada

en (—x,-1)f" >0= fcreciente

e

]

1 (-1,1) f'< 0= fdecreciente

en (L x) f'>0= fcreciente
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Como la funcién en x =—1 pasa de creciente a

decreciente, f (x) tiene en x =—1 un Maximo

relativo que vale: (f(—l) == 4) (library, 2020).

Como la funcion en x = 1 pasa de decreciente

a creciente, f(x) tiene en x =1 un Minimo f

relativo que vale: (f (1) =0) (library, 2020).

3.5.3. ESTUDIO DE LA CURVATURA Y LA OBTENCION DE LOS PUNTOS DE
INFLEXION.

a) Concepto de curvatura de una curva en un punto.

Observa el gréfico de la curva y = f(x) (Marquez, 2014).

Dada la recta tangente a la curva en el punto P, de %

ecuacion: y =¢(x), puede ocurrir (Marquez, 2014):

- Si en las proximidades de P es 7(x) < f(x)lacurvaes tangente
concavaen P (en P=15)

- Si en las proximidades de P es 7(x) > f(x)lacurvaes
convexa en P (en P = A) (Mirquez, 2014). !

opeccmccccccneaa

]

Si la tangente en P atraviesa a la curva, es decir, si a la izquierda de P se

cumple: #(x)> f(x) y a la derecha de P se cumple (Espinoza, 2024)

t(x) < f(x) (Marquez, 2014) (o viceversa) se dice que la curva Yy =f()C) tiene

en P un punto de Inflexion (en ejemplo P = C) (Marquez, 2014).
b) RELACION DE LA CURVATURA CON EL VALOR DE LA SEGUNDA
DERIVADA.
Si f tiene derivada segiida en X
f concava en x, = f es creciente en x, = f"(x,)£0
/ f convexa en x, = [ es decreciente en X; =" (5] 20

f tiene wn piunto de Inflexion enx, = f'(x,1=0

¢) CRITERIO PARA DETERMINAR LA CURVATURA DE UNA CURVA.
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Frf' derivables en x,

Si f"(x,)>0= fes concavaenx,

Si f"(x)=0= fes convexaen x,
 fMlxy)=0]

Si £

i el : = f tienie en x. Iiflexion
Flig J0] f o Il

d) CRITERIO BASADO EN EL SIGNO DE LA DERIVADA SEGUNDA:
Para determinar los puntos extremos de la funcién (Limites y Continuidad, 2024).
Sif(x,)=0vexistef"(x,)
() > 0= [ tieneunmininmoen x;

f(x,)<0= f tienewnmaximoen x,

Ejemplo 03: Estudia la curvatura de la curva f(X) =x’=3x+2 y puntos de inflexion
(Marquez, 2014).

Solucion

Hallando su derivada: f'(x)=3x" -3

I—

Su segunda derivada es: f"(x) =6x

Resolvemos los valores que anulan la derivada segunda, es
decir, 6x=0= x=0 (Limites y Continuidad, 2024).

en (-0,0)— f"(-1)=—6<0= f convexa

en (0,4)—> f"(1)=6>0= f concava

En consecuencia, en el punto de abscisa x =0,(punto de
N inflexion R (0, 2) (Marquez, 2014).

\
‘
|
[
|
|
|

recta angente
enx=0

Vemos también en la grafica como la recta tangente a la curva en el punto R(0,2)

atraviesa a la curva (Limites y Continuidad, 2024).

Ejemplo 04: Dada la funcion f(x)=x4+8x3—2x2—24x+1 estudia su monotonia

[ (intervalos de crecimiento y decrecimiento) determina los puntos criticos y decide si son
maximos y minimos; analice su concavidad y punto de inflexién (Limites y Continuidad,
2024).

3.5.4. REGLA DE L’'HOPITAL, PARA EL CALCULO DE LIMITES.

Mira el grafico del lado izquierdo.
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e Si existe l l’mL ; significa que la relacion entre las y=ie

x—a ( )

ordenadas de y=f(x) y las de y=g(x) tiende a
estabilizarse (Limites y Continuidad, 2024). y=9(x)

i S(x)

e Si existe el ¢ & (x) significa que tiende a ya
estabilizarse la relacion entre sus pendientes (Limites y
Continuidad, 2024).

e Sify gson funciones derivables en un entorno (z —r,a + r) de ¢ (Mérquez, 2014).

fx_0 g ()

Si lim ol )_6 y el Iimltellm-ﬁ—l entonces también

[im o lz’mﬁc2=
[os B “sse H)

Este procedimiento para calcular un limite de la forma (0/0) mediante el limite del
cociente de sus derivadas se conoce como la regla de L'Hopital. En ocasiones, después

del primer paso, puede surgir otra indeterminacion similar, lo que permite repetir el

proceso.
x* +2x°
Ejemplo 05.- Resuelve el siguiente limite llm—_‘
el X +x " —x—1
Solucién

Este limite es del tipo % y cumple las condiciones de la regla d L hopital (Limites y

Continuidad, 2024).

ole

/%

l X +2x P +x l 3x? +4x+ll 6x+4_—_2_l
Ln?x3+x -x-1 ,,l_,”_n3 +2x-1 xl_,]?;l6x+2 - 2
+x1

Ejemplo 06: Resuelve el siguiente limite llm

x—0

Solucion
0 0
e +x-1°9 —g T 0 e 1
lim———=lim—— —lzm
x—0 X x—0 2 x—0 2

Ampliacién de la regla de L hépital

Los limites del tipol[mu en los que @ es un nimero o £

X—a ( )
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3.5.5. TEOREMA DE ROLLE, TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y APLICACIONES.

a) Teorema 2: (Teorema de Rolle)

Seaf eC[a,b] y es diferenciable en A 0
m =
<a,b>. Si  f(a)= f(b), entonces
existe un numero Pl = F (B
a)= S ma
ce<a,b>Talgque f'(c)=0 I
hl= O:
R
b) Teorema 3: (Teorema del Valor A a b
Medio)
P —===x
Sea f € C[a,b] y es diferenciable en< a,b > |
|
|
[
Entonces 3¢ €< a,b>Tal que rar :
| L
i) s -
Fiey=L@ ;’(a) - "

b—

Ejemplo 07: Hallar la raiz real de 3x’ +2x—4=0, en un intervalo de longitud menor

<0, 4 >, demuestre que existe una raiz unica; ) = 3x3 +2x-4
Solucion.

Primero: Hallando la raiz real.

Para:x=0— f(0)=—4

mebastatomar < 0,1 >
x=1- f(1)=1

Analizaremos en el intervalo [0, 1], / € C[0,1] y es diferenciable en< 0,1>. Entonces

e

Jece<0,1>Tal que

o) = S -0
1-0 ... Por TV.M

9t +2=12CD
1-0

9c*=3—>c= i\/g —¢=0,58 Seescoge la positiva

Segundo: Demostracién por el absurdo

Sea ¢, <¢,,3¢;,¢, €<0,1>talque f(c)=f(c,)=0 ... por el teorema de Rolle

fl(c)=9c*+2=0

Siempre que / '(©) =0 entonces

Siempre que:

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE / © DoireccioN
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220
x*>0,VxeR 9 >0
Sip—>q=Si~qg—>~p 24+9¢*>0

Por lo tanto 3¢’ €<0.8,0.99 > tal que c'<[0,1]

3.5.6. VELOCIDAD Y ACELERACION EN UN MOVIMIENTO RECTILINEO.

Definicién: Si s=s(7) es la ecuacioén de la posiciéon de un objeto que se mueve a lo

largo de una recta, la aceleracion del objeto en el instante ¢ esta dado por (Espinoza
Ramos, 2022):
a(t)y=v'"(t)=s"(1)

Ejemplo 08: Un globo esta dado siendo inflado en tal forma que su volumen aumenta a

razén de 3 m’ [ min ¢A qué rapidez aumentan el diametro cuando éste tiene 12m?
(Espinoza Ramos, 2022).
Solucion

El globo esférico, Su volumen esta dado por: (V: Volumen del globo esférico)

V_4rﬁ

L¥¥)

D=12m—=D=2r - =0
aD . ar av

o e — =5m" 'min
ar ar y ar
J_.‘

4T dv s ar
=>—=4711" —
3 dt dt

=

Como

A hora reemplazando sus valores se tiene: 5 =4 z(6) % sl % =0.011m/min

(Limites y Continuidad, 2024).

Por lo tanto: ‘fi—D =2(0.011)m/min = 0.022m / min
t

3.5.7. RAPIDEZ DE CAMBIO

u) VELOCIDAD Y ACELERACION INSTANTANEA

Sea £(r) una funcién que describe el movimiento, llamada funcién posicion del objeto
yunintervalode ¢ =a, t =b, con a <b (Espinoza Ramos, 2022), donde f cambade
posicion de £(»)— f(a), la velocidad promedio o velocidad media ( V ) esta dada por:

7_SO-fa@) _fla+h)—-f(a)
b—a h
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h : Es la longitud del intervalo [a, b]: b—a=h.

Se denomina, velocidad de una particula en el instante ¢ o velocidad instantanea en ¢,

a:

fe+h)-f@®
h

0= Jim,

Es decir, v(z)es laderivadade fent, vi)= f't)= ‘;l
t

Asumiendo que velocidad es una funcién v =v (%), entonces la aceleracion en el

instante ¢ estéa dada como la derivada de la funcién v(z), es decir:

a(t)=

dv@®) _d 2(f (@)
dt dr?

v) RAZONES DE CAMBIO

Dada y = f(x) si x cambiade x, a x, entonces el cambio en 1 se llama incremento

de x:IAx=x2—xl|

El correspondiente incremento de y es IAy = £{x) —f(xl)l (Pinto, 2013)

El cociente de estos incrementos se llama Razéon de cambio promedio de y con
respecto a x (Pinto, 2013).

, ) . Ay f(x5)-f(x
Rccon de cambio promedio=—= Je)=7%)
Avx b

La razén de cambio instantanea de y con respecto a X en el punto (x,, f(x,) es (Pinto,
2013).:

, . : . ()= f(x)
Reron de cconbio instancneo = lim — = lim f*——ll
Ay—=D l\' Ax—_ ,T: — A";l

El promedio de rapidez de cambio puede ser interpretado como la pendiente de la recta

=P VA
secante PQ "
Qv flxa) 7

Usando notacién de  Leibniz, X T
escribimos el proceso en la forma Pix,. fix,)) = Ay

d A ”

B = i B4

dx Ax-0Ax //

of & / X X 3
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EN LA FiSICA

Si s=f(r) es lafuncion de posicién de una particula que se mueve en linea recta,

As ds
entonces A_t representa el promedio de velocidad en un periodo At y V=—

dt '

representa la velocidad instantanea (Roman, 2020).
La rapidez instantanea de cambio de velocidad con respecto al tiempo es la aceleracion:
a(t) =v'(t) = s"(x) (Roman, 2020).

3.6.APLICACIONES DE LA DERIVADA EN LA INGENIERIA
Ejemplo 01: Andlisis del movimiento de una particula. La posicion de una particula

esta dada por la ecuacion s(t) =1’ —61"+9¢ Donde t se mide en segundos y s en

metros (Marquez, 2014).

a) Determine la velocidad en el instante t
b) ;Cual es la velocidad después de 2 segundos? ;Y después de 4 segundos?,
¢) (En qué momentos esti la particula en reposo?,

d) ;En qué momentos esta la particula moviéndose hacia adelante (es decir, en la
direccion positiva) ?,

¢) Dibuje un diagrama que ilustre el movimiento de la particula,

f) Calcule la distancia total recorrida por la particula durante los primeros cinco
segundos,

g) Encuentre la aceleracién en el tiempo ¢ y después de 4 s (Videla, 2024).

h) Grafique las funciones de posicién, velocidad y aceleracion para, 0 <z <5
(Marquez, 2014).
Solucién

a) La solucién velocidad es la derivada de la funcién de posicion.

s(t) =t 61> +9t

/_,

T e e B~ 152 B
ar

b) La velocidad después de 25 significa la velocidad instantianea cuando =25, es

d
decir (Videla, 2024), v(2) = j: =3(29)-12(2)+9=-3m/s
t=2
¢) La velocidad después de 45:

vd) =2 =3(4°)-12(4)+9=9m/s

t=4
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La particula esta en reposo cuando v(¢) =0, 0 sea,

v(t)=3(t*)-12()+9=3(t-3)(t-1)
=it =3; =1
La particula esta en reposo después de 1 y 3 segundos.

1

hd = N D O

d) La particula se mueve en la direccion positiva cuando v(¢) > 0, esto es (Videla,
2024),

(1) =3(*)-12(6)+9=3(t-3)(t-1) >0
Los factores son positivos cuando ¢ > 3 o cuando ambos factores son negativos

t<1. Se mueven hacia atras (en direccién negativa) cuando 1< ¢ <3 (Marquez,

2014).

e) Usando la informacion del inciso
Figura movimiento de la particula, en una direccién y otra a lo largo de la recta (el eje s)
(Videla, 2024).

Js 3

=0

t=0 =1 %
§s=0 s=4

f) Necesitamos calcular las distancias recorridas durante los intervalos [0, 1], [1,
/ 3] y [3, 5] separadamente (Videla, 2024).

/ Para: [0, 1] , tenemos que: ‘f(l)—f(O)‘ =|4-0|=4m

Para: [1, 3], tenemos que: ‘f(3)—f(1)| =|0—4|=4m

Para: [3, 5], tenemos que: |f(5) ~f (3)| =[20-0|=20m
La distancia total es 4+ 4+ 20 = 28m

g) La aceleracion es la derivada de la funcion de velocidad:

SOLIDARIA - SALUDABLE - SOSTENIBLE @ contacro © oireccion
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ds dv
a(t)=—5="—=6t-12
dt” dt

a(t)=6(4)-12=12m/ s*

20-

h) Grafique las funciones de
posicion, velocidad y 101
aceleracion para,
0<t<5

-
] J

= 2
| a(t) V(D) s

Ejemplo 02: Un cohete se lanza verticalmente hacia arriba y estd a S sobre el suelo,

t seg. Después de ser encendido. Donde §=560t-16¢" y la direccion positiva

hacia arriba (Roman, 2020). Encontrar:

a) La velocidad del cohete 2seg. Después de haber sido encendido,

b) Cuanto tardara en alcanzar la altura maxima (m) (Roman,

2020). A
Solucién
La ecuacion S =560¢—16¢" representa el movimiento
La velocidad del cohete, t seg. Después de haber sido encendido sera: i
v(t) = S'(¢t) (Espinoza Ramos, 2022), E s
o}
Como S(1)=5601-16¢" = §'(1) =560-321
Por tanto V(#) =560-327
a) v(2) =560—-64=496m/s s v

b) Como v(z) =0 , es para que alcance su altura maxima crece.

0=560—-16¢ —r=17.5s (Egpinoza Ramos, 2022).
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Ejemplo  03:(Rapidez  de variacion
relacionadas): Una escalera de 20 m de largo,
su base se desliza a razén de 2m /s . Como

se muestra en la figura ;Con que rapidez
resbala el otro extremo cuando esta a 12m del

suelo?

Solucién

Establecemos una relacién entre y x y
X +y =400

Derivando con respecto t

ax a
2 =2y—=—=10
ar ar

L

=
vdk & &  yvar
Como y =12 entonces x* +12> =400 —» x=16

Reemplazando: 4 12 dt 3
Observacion:
Una corriente eléctrica es la derivada de la carga. Siempre que hay movimiento de

cargas eléctricas, se genera una corriente. En la figura, se muestra una seccion de
un alambre con electrones moviéndose sobre una superficie plana sombreada en
rojo.. Si AQ es la carga neta que pasa por esta superficie durante un periodo Ar,
\\ entonces el promedio de corriente durante este intervalo esta definido como (Videla,

2024).
AQ_0,-0 o= ) o—

Promedio de corriente = — G ety
At 1, -t —
Si tomamos el limite de este promedio de corriente en intervalos cada vez mas

cortos, obtenemos lo que se llama corriente | en un tiempo determinado ;, (Videla,

2024).
I=1lim22_4%
A0 Af dt

Entonces la corriente es la rapidez a la que fluye carga por una superficie. Se mide
en unidades de carga por unidad de tiempo (Coulombs por segundo, llamados
Amperes) (Videla, 2024).
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Ejemplo 04: Considere el circuito mostrado en la figura, en el cual hay un

condensador con una capacidad determinada que estd cargado C(Faradios)y
tension inicial de V (Voltios) entre sus placas, se descarga sobre una resistencia

R(Q) . Al cerrar la llave S comienza a circular una corriente de intensidad [ dada

por la expresién (Limites y Continuidad, 2024).

t

1(1)-‘-}9 ", 7=RC cte de tiempo, calcula la rapidez de variacion de [ en

t=0y t=r (Limites y Continuidad, 2024).

Solucion
t

V t
Dado [()= i ", se deduce que la rapidez esta dada por:

diw __1v [5)

dt T R
Para t=0, tenemos que: gnny_ 1¥F (A/s)
dt TR
Para { =7, tenemos que: Ay = —l-V—e“ (A/5s)
dt TR

Ejemplo 05
Suponga que un incendio forestal se expande en forma de circulo, y el radio de este
circulo cambia a razon de 1.8 m/min. ;Cual es la tasa de crecimiento del area de la

region afectada cuando el radio llega a los 50m?

\\\ Solucién
Derivamos el area del circulo con respecto al tiempo para hallar la razén en la que esta

creciendo y propagandose el incendio.

/
P . =i[m2]
dt dt
/ dA dar
—=27rr—
f dt dt
dA

o 27 (50m)(1.8 m/ min)

d—A =565.5m / min
dt
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Por lo tanto, el area de propagacién de la regién incendiada con un radio de alcance

50m es de 565.5m/min.

Ejemplo 06

Se tiene una lamina de madera cuadrada de 4 de lado, si cortamos cuadrados iguales
en las esquinas con el fin de construir una caja abierta para hacer un germinador de

especies forestales, hallar las dimensiones de los cuadrados cortados para que el

volumen sea maximo. Desprecie el espesor de la lamina.

Solucién
V = Base x Altura
V =(4—2x)(4—2x)x = L] x
V =4x>—-16x*+16x E i
Primero: Hallamos los puntos criticos con la primera derivada ' .
V(x)=4x’ —16x* +16x D,D <

V'(x)=12x*—-32x+16 4 m
Haciendo 7'(x) =0

V'(x)=12x"> —-32x+16=0

Para que el volumen sea maximo asumimos x=2/3

Segundo: Identificamos los intervalos

3@

Tomamos un numero que esté dentro de los |

. 5 Mérimo
intervalos y reemplazamos en V' '(x)
A\

OE<-—OO, %>—>V‘(O)=16 >07T 49

1e<§,2>—>V'(1)=—4 <0l {M‘?x 3
3e(2, ©)—>V'3)=28 >0 T
Reemplazamos los puntos criticos en la
funcion ¥ (x) 1
V(2/3)=4.74
V(2)=4(2)’ -16(2)* +16(2) =0 ¥

Tercero: Grafica en si .
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Ejemplo 07
Un vivero forestal cuenta actualmente con 24 arboles de nogal (Juglans regia), y cada
uno de estos arboles produce 600 frutos. Se estima que por cada arbol adicional que se
plante, la produccién de frutos por arbol disminuye en 15. ;Cual debe ser el niumero
total de arboles que debe tener el huerto semillero para que la produccion sea maxima?
¢, Cual sera la produccion? (library, 2020).
Solucion
Numero de arboles: 24
Numero de frutos por arbol es: 600
Produccion total actual de semillas es: 24 (600) =14400
Sembrando arboles adicionales
Numero de arboles: 24 +x
Numero de frutos por arbol: 600—15x
Produccién total de semillas es: p(x) = (24 + x) (600 —15x)
p(x) =14400 +240x —15x>: modelo que representa la produccion de semillas por
cada arbol sembrado.
Determinamos los puntos criticos
p'(x)=-30x+240=0

-30x+240=0
30x =240
x=8

Determinando los intervalos donde la funcién es creciente o decreciente

0e(—x, 8)— p'(0)=240>07T

10 (8, ) = p'10)=—60 <01 dhutns;

Para el sembrado de 8 arboles se tiene una produccion maxima de 15360 semillas

ACTIVIDAD 04 DE REFORZAMIENTO

Y

i) Determinar maximos y minimos, puntos criticos, Analizar si es creciente o
decreciente, puntos de inflexion (si fuera el caso) y Graficar en si en (Roman,

2020):
/ a) f(x)=x4+8x3~2x2—24x+1 ¢ h(x)zsen4x—coszx
/ p S0)=3x"=10x" ~122 +10x+9 i
. f) x°+1

Flf=o—2r" 4 35% +2
¢) 2

d) f(x)= x4 —4.::2

f(x) =§ x3—x

g)
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Si f(x)= ax’ +bx 2, determinar a y b de modo que la grafica de f tenga un punto
de inflexion en (1, 2) (Espinoza Ramos, 2022).

Sea f(x)=ar’ +bx’ +cx+d una funcién. Hallar los valores de a, b, ¢, d tal que f

1 49
tenga un punto de inflexién en P[—E,E], y sea tangente a la recta

y=3-2x en el punto 9(0,3) (Roman, 2020).

Un cohete se lanza verticalmente hacia arriba y estd a 5(¢) sobre el suelo, ! seg,
después de ser encendido (Espinoza Ramos, 2022). Donde

s(t)=576t-16¢ y la direccién positiva hacia arriba. Encontrar:

a) La velocidad del cohete en x =¢*>+1, después de haber sido encendido.
b) Cuanto tardara en alcanzar la altura maxima.
Potencia La férmula para la salida de potencia P de una bateria es

P=VI —RIZ, donde V' es la fuerza electromotriz en volts. R es la

resistencia e [es la corriente. Determinar la corriente (medida en
amperes) que corresponde a un valor maximo de P en una bateria para
la cual /' =12 voltsy R =0. 5 ohms. Suponer que un fusible de 15 amperes
enlaza la salida en el intervalo 0 < 7 < 15. ;Podria aumentarse la salida

de potencia sustituyendo el fusible de 15 amperes por uno de 20 amperes?
Explicar.

Trayectoria de planeo de un avion: Un pequeiio avion empieza su descenso
desde la altura de 1 milla, 4 millas al oeste de la pista de aterrizaje (Larson
& Edwards, Calculo de una Variable, 2010)

3 2 .
a) Encontrar la funcién cibica f(x)=ax +bx"+cx+d en el intervalo
[-4, 0] que describe una trayectoria de planeo uniforme para aterrizaje.

b) La funcién del apartado a) modela la trayectoria de planeo del avidn.
. Cuindo descenderia el avion a la velocidad mas rdpida? (Pino, 2020)
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