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PRESENTACION

En mundo tan competitivo, nos enfrentamos a la necesidad de distribuir recursos
limitados de manera que se maximice su utilidad, invertir en diferentes proyectos para
obtener el mayor rendimiento posible, o establecer politicas de produccién que
minimicen costos. En muchos casos, un modelo basado en relaciones lineales se
convierte en una aproximacion efectiva para abordar estos problemas. La maximizacion
0 minimizacion de recursos ya sean materiales, econémicos, tiempo, mano de obra,
entre otros es fundamental en la formulacion de problemas que se expresan mediante la
funcién objetivo lineal junto con restricciones expresadas como desigualdades lineales,
lo que se denomina P.L. La separata, se centra en problemas de programacion lineal con
dos variables, que permiten un analisis geométrico y facilitan una mejor comprension de

los fundamentos de esta disciplina.

Desde una perspectiva ingenieril, es crucial tener en cuenta la aplicacion préctica de
estos modelos. La programacion lineal no es solo una herramienta tedrica; también se
puede aplicar en situaciones del mundo real, como la optimizacion de procesos
industriales, la gestion de proyectos y la asignacion eficiente de recursos. Comprender
las limitaciones y posibilidades de la programacion lineal ayuda a los ingenieros a
desarrollar soluciones mas efectivas y sostenibles. Esperamos que esta separata
contribuya al estudiante en el aprendizaje de un tema muy importante en investigacién

de operaciones.

Los autores.
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1. Programacion Lineal

Separata de Programacion Lineal en
la Ingenieria

Muchos problemas préacticos requieren maximizar o minimizar una funcién sujeta a
ciertas restricciones. Por ejemplo, un fabricante podria desear maximizar una funcién
de utilidad, teniendo en cuenta las limitaciones impuestas por la capacidad de la
maquinaria y la disponibilidad de mano de obra (Estrella, 2024).

Ahora, exploraremos como abordar estos problemas cuando la funcién a maximizar

o minimizar es lineal. Una funcion objetivo en x; y tiene la siguiente forma.
Ahora, consideraremos como Z =ax+by

donde a y b son constantes. Tambien se debe de establecer las restricciones, y que
se presentan por un sistema de desigualdades lineales que pueden ser “ <” o “>"o

ecuaciones linealesen x y y, ademas que las variables sean positivas. Un problema

que involucra todas estas condiciones se denomina problema de programacion

lineal.

En un problema de programacion lineal, la funcién a ser maximizada o minimizada
es denominada funcion objetivo. Pero existen un numero infinito de soluciones para
el sistema de restricciones (llamadas soluciones factibles o puntos factibles), la meta
es encontrar una gue sea una solucion 6ptima (esto es, una que dé el valor maximo o

minimo de la funcion objetivo) (Estrella, 2024).

1.1. Formulacion de modelo de Programacion Lineal
Para la formulacion de un modelo de programacion lineal trabajaremos el siguiente

problema:

Una empresa produce dos tipos de productos: manuales y eléctricos. Ambos
requieren el uso de tres maquinas: A, B y C. La Tabla 1 presenta la informacion
relevante sobre la fabricacion de estos articulos. Cada articulo manual necesita 2
horas de la maquina A, 1 hora de la maquina B y 1 hora de la maquina C. Por otro
lado, un articulo eléctrico requiere 1 hora de la maquina A, 2 horas de la maquina B
y 1 hora de la maquina C (Estrella, 2024). Ademas, se supone que las horas
disponibles por mes para las maquinas A, B y C son 180, 160 y 100,
respectivamente. La ganancia por cada articulo manual es de $4, mientras que por

cada articulo eléctrico es de $6. Si la empresa puede vender todos los articulos que
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produzca, ¢cudntos de cada tipo deberia fabricar para maximizar su utilidad

mensual?
Tabla 1 informacién sobre fabricacion de articulos
A B C Util/Und
Manual 2 horas 1 horas 4 horas S 4.00
Eléctrico 1 horas 2 horas 1 horas S 6.00
Horas disponibles 180 160 10

Para dar solucion al problema, sean z y w el namero de articulos manuales y eléctricos

que se fabrican en un mes, respectivamente. Dado que la produccion de articulos debe

ser positiva,

z=0 P w=0

En la maquina A, el tiempo que toma en trabajar sobre z articulos manuales es 2z horas
y el tiempo que utiliza trabajar en y articulos eléctricos es 1w horas (Estrella, 2024).

La suma de estos tiempos no puede ser mayor que 180 (Estrella, 2024), de modo que

2z+w =< 180

De manera semejante, las restricciones para las maquinas B y C dan

z+ 2w =< 160 v z+w <100
La utilidad P es una funcion de z y w, y esta dada por la funcion de utilidad

P=4z 46w

1.2. Funcién Objetivo
Se requiere maximizar la funcion objetivo

P =4z + 6w (1)
s.aarestricciones parazy w

1.3. Restricciones
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z=0 (2)

w =0 (3)
2z+w < 180 (4)
z+ 2w = 160 (5)
z+w < 100 (6)

1.4. Region factible
Por tanto, tenemos un problema de programacion lineal. Las restricciones (2) y (3)

son Ilamadas condiciones de no negatividad. La region que satisface de manera
simultanea las restricciones de la (2) a la (6) estd sombreada en la figura 1. Cada
punto en esta region representa una solucién factible y la region es llamada region
factible. Aunque existe un numero infinito de soluciones factibles, debemos

encontrar una que maximice la funcion de utilidad.

W4 (Eléctricos)

160 Y

120 :

80 \‘\ \

40

Region
Factible

N | ~d » (Manuales)

D 20 40 80 160 z

Figural Region factible
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La funcion objetivo P = 4z + 6w esiguala a

2 +F
Z=——w+—
3 6

Define una "familia" de rectas paralelas (Estrella, 2024), todas con la misma pendiente

de —% e intersecciony (0, %) . Por ejemplo, si P =600, entonces obtenemos la recta

-2 + 100
w=—3z

Mostrada en la figura 2. La recta llamada isoutilidad, da todas las posibles opciones de

z Yy w se obtiene una utilidad de $600. Observe que esta linea de isoutilidad no tiene

puntos en comun con la region factible, mientras que la linea de isoutilidad para
P =300 (Estrella, 2024) .

WA

_ 2
P =600 (w=—=z+ 100
100 ' 3 :

Linea de isoutilidad maxima

80

Lineas de isoutilidad

|
120 160

Figura 2. Lineas de isoutilidad y region factible

El nimero infinito de puntos en comun con la region factible. Busquemos un miembro
de la familia que tenga un punto factible y cuyo valor de P sea maximo (Estrella, 2024).
Esta es la recta cuya interseccion es la mas lejana del punto de origen (esto produce un

valor maximo de P(Estrella, 2024) y, a la vez, debe tener algun punto de interseccién
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con la region factible. No es dificil observar que tal recta contendra al vértice (punto

extremo, esquina) A, cualquier recta de isoutilidad con una utilidad mayor no contendra

puntos de la region factible (Estrella, 2024).

De la figura 1 vemos que A pertenece a larecta z +w =100 y =z + 2w = 160. Sus

coordenadas pueden ser encontradas resolviendo el sistema.

{z+w=ll:ll:l
z+ 2w = 160

Esto da z = 40 y w = 60. Sustituyendo estos valores en P = 4z 4+ 6w, se determind
la utilidad maxima, en funcidn de las restricciones, es de $520, alcanzada al producir 40
articulos manuales y 60 eléctricos cada mes. Si una regién factible puede ser inscrita
dentro de un circulo, como se muestra en la figura 2, se denomina region factible
acotada (Estrella, 2024). En caso contrario, se considera no acotada. Una region factible
se considera no vacia si contiene al menos un punto; de lo contrario, es vacia. Por lo
tanto, la region representada en la figura 2 es una regién factible acotada y no vacia.
Puede demostrarse que:

Una funcion lineal definida en una region factible acotada y no vacia tiene un

valor méximo (o0 minimo) que se puede encontrar en uno de sus vértices (puntos

extremos 0 esquinas)
Este enunciado nos proporciona un método para hallar una solucion éptima sin
necesidad de trazar las rectas de isoutilidad, como hicimos anteriormente. Solo es
necesario analizar la funcidn objetivo para cada Vvértice de la region factible y luego

elegir aquel vértice donde la funcién alcance su valor 6ptimo.

Segun figura 2 tiene los veértices A, B, C, D y E. se puede decir que el vértice A es
(40,60). Para encontrar B, advertimos de la figura 1 que debemos resolver al mismo
tiempo (Estrella, 2024). 2z 4+ w = 180, =z + w = 100. Esto da el punto B = (80,20).

De manera similar obtenemos todos los vértices:

VA= (40,60) VB= (80,20) VC=(90,0) VD=(0,0)
VE=(0,80)

Ahora evaluamos la funcion objetivo en cada uno de los puntos (Estrella, 2024):
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P(4) = 4(40) + 6(60) = 520
P(B) = 4(80) + 6(20) = 440
P(C) = 4(90)+ 6(0) =360
P(D)=4(0)+6(0) = 0

P(E) = 4(0) + 6(80) =480

Asi P tiene un valor maximo de 520 en A, donde z = 40y w = 60

La solucion 6ptima para un problema de programacion lineal estd dada por el punto

donde ocurre el valor éptimo de la funcion objetivo (Estrella, 2024). También
incluiremos el valor 6ptimo de la funcién objetivo.

2. Ejercicios Resueltos
Ejemplo 1

Se requiere maximizar Z =3x+ Y, S.a restricciones

2x+y=8

2x +3y =12
x=0
y=0

Solucion:

En la figura 3, la region factible es acotada y no vacia, lo que significa que Z alcanza su
valor méximo en uno de los cuatro vértices. Las coordenadas de A, B y D son evidentes
por inspeccion (Estrella, 2024). Para determinar C resolvemos de manera simultanea las

ecuaciones 2x+y=8y 2x+3y=12,quedan x=3 y y=2 (Estrella, 2024). Asi,

VA=(0,0) VB=(4,0) VC=(3,2) V D=(0,4)
Analizando Z en estos vértices se tiene:
Z(A)=3(0)+0 =0
Z(B)=3(4)+0= 12
Z(C)=3(3)+2 = 11

Z(D)=3(0)+4= 4
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y
A
8 \2x+y:8 A=(0,0)
B=(4,0)
C=(3,2)

D=(0,4)

T 2x+3y =12

» X

4 6

Figura 3: A, B, Cy D son vértices de la region factible

Podemos indicar el maximo valor de Z, tiene las siguientes restricciones, sea 12 y se dé

cuando x=4vy y=0.
Region Factible vacia

Ejercicio 2: Region factible vacia
Minimizar Z =8x—3y s.a restricciones

—x +3y =21
x+y=>5
x=0

y=0
Solucion:

La primera restriccion —x+3y =21 es una igualdad. La seccién de las rectas y

correspondiente a y se ilustra en la figura 4. Estas permaneceran como lineas punteadas
hasta que establezcamos si estan incluidas en la region factible o no. Un punto factible

(x,y) debe tener x =0 y v =0 (Estrella, 2024), y estar sobre la recta superior
punteada y sobre o por debajo de la recta inferior (ya que y < 5 — x ). Pero no existen

dichos puntos. De aqui que la regién factible sea vacia y por lo tanto este problema no

tenga solucién optima (Estrella, 2024).

10
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Siempre que la region factible de un problema de programacion lineal sea vacia, no

habré solucién dptima.

y
A
- - '
.- =Xx+3y=21
7
Region factible vacia
5 [,
\\\
\\
\\\\
\\

v
x

Figura 4 Region factible vacia
Regidn factible no acotada
Puniendo que la region acotada es:

y=2 x=0 y=0

Esta regidn corresponde a la seccion de la recta horizontal y=2 que se muestra en la
figura 5 (Andre, 2024). Dado que la region no puede ser encerrada dentro de un circulo,

se considera no acotada. Vamos a enfocarnos en la maximizacion (Andre, 2024).

Z=x+v

Sujeta a las restricciones mencionadas anteriormente, dado que y=2 , se tiene que

Z = x+2, Es evidente que, a medida que x aumenta sin limite, Z también lo hace. Por lo
tanto, no hay puntos factibles que maximice Z, lo que implica que no existe una
solucion optima. Podemos indicar que la solucion es "no acotada” (Estrella, 2024).

11
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A
y
/"
.- =Xx+3y=21

7"

Region factible vacia
ST

\\
\\
\\\ X— == 5
N y : X
5

Figura 4 Region factible vacia

Requiriendo minimizar Z =x+2 en la misma region. Como Z =x+2, serd minima
cuando x sea lo méas pequefia posible, esto es cuando x=0 (Estrella, 2024). EI valor

minimo de Z =x+y=0+2=2 y lasolucién 6ptima es el vértice (0,2) (Estrella, 2024).

Ejercicio 3: Regidn factible no acotada

Un agricultor adquiere abonos que estdn compuestos por tres nutrientes: A, By C. lo
necesario minimo es de 160 unidades de A, 204 de B y 82 de C. En el mercado existen
dos marcas de abonos. “Fertimax” cuesta $6 por bolsa y proporciona 3 unidades de A, 5
de B y 1 unidad de C(Andre, 2024). “ABONOS S” tiene un precio de $4 por bolsa y
ofrece 2 unidades de cada nutriente. Si el agricultor desea minimizar costos mientras
satisface los requisitos de nutrientes, ;cuéntas bolsas de cada marca debe comprar? La

informacion se resume de la siguiente manera (Andre, 2024):

Tabla 2 compuestos

A B C Costo/bolsa
Fertimax 3 unidades 5unidades 1 unidad $6
ABONOS S 2 unidades 2 unidades 2 unidades $4
Unidades requeridas 160 204 82

12
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Solucion:

Sea x la cantidad de bolsas de Fast Grow que comprara y, y la cantidad de bolsas de

Easy Grow que se adquiriran. Nuestro objetivo es minimizar la funcién de costo.

C=4x+3y @)
Sujeta a las restricciones.
x=0 (8)
y=9 (9)

3x+2y=>160 (10)

5x+2y>200 (11)

X+2y=>80 (12)
La region factible satisface las restricciones de la (8) a la (12) y estd sombreada en la
figura 5 junto con las lineas de isocosto para C=300. La region factible es no acotada.
El miembro de la familia de rectas C =4x+3y que da un consto minimo sujeto a las
restricciones, interseca a la region factible en el vértice B. Aqui seleccionamos la linea
de isocosto cuya interseccion con el eje y fue mas cercana al origen y que tenia al
menos un punto en comun con la region factible (Estrella, 2024). Las coordenadas de B

seran encontradas resolviendo el sistema

3x+2y =160
X+2y =80

Asi x=40 y y=20 lo que da un costo minimo de $220. EIl agricultor debe comprar

40 bolsas de Fast Grow y 20 de Easy Groow

13
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Y (Easy Grow)
A
120
C=300
D
/ 5x+2y =200

Lineas de

80 t isocosto

C=200—|

40

A

» X (Fast Grow)
40 80

Figura 5: Costo minimo en un vértice B de la region factible no acotada

En el ejemplo 3 encontramos que la funcion C =4x+3y tiene un valor minimo en un

vértice de la region factible no acotada. Por otra parte, suponga que queremos
maximizar C en esa region y para ello nos proponemos evaluar C en todos los puntos

extremos (vértices). Estos puntos son:
A= (80,0) B= (40,20) C=(20,50) D= (0,100)
De lo cual

C(4) = 4(80)+ 3(0) =320
C(B) = 4(40) +3(20) = 220
€(C) = 4(20) + 3(50) = 230
C(D) = 4(0) + 3(100) = 30
Una conclusién apresurada seria que el valor maximo de C es 320. Esto es jfalso!
14
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No existe valor maximo ya que las lineas de isocosto con valores arbitrariamente

grandes de C intersecan a la region factible (Estrella, 2024).

3. Ejercicios propuestos

1. Una planta de concreto que recibe semanalmente una cantidad fija de agregados
aridos (materia prima) para producir dos tipos de concreto de diferente resistencia a
la compresion (uno que denominamos de resistencia normal y otro que llamamos de
alta resistencia) (Alba Mendoza, 2024). La planta tiene garantizada la venta de su
produccion y cada tipo de concreto genera diferente rentabilidad a la empresa (Alba
Mendoza, 2024).

Tabla 3 recursos (Alba Mendoza, 2024)

Recurso Resistencia Resistencia Alta Disponibilidad

Normal

Materia prima utilizada (m® por tonelada 7 m3/ton 11 m3/ton 77 m3/semana

de concreto).
Tiempo requerido de produccién

(horas semanales de planta por 10 hr/ton 8 hr/ton 80 hr/semana
tonelada de concreto)

Almacenamiento 9ton 6 ton

Utilidad o beneficio (miles ddlares) por 150 délares/ton 175 ddlares/ton

tonelada de concreto

El objetivo es identificar la combinacion de produccion que maximice el beneficio

econdémico de la empresa.

2. “PETRO PERU” tiene la opcion de adquirir petroleo crudo ligero y pesado, con
costos de $10.5 y $8.9 por barril, respectivamente. Cada tipo de petréleo produce

diferentes cantidades de gasolina 90, gasolina 84 y combustible para reactores.

Tabla 4 costos de combustible

Gasolina Gasolina Combustible
90 84
Petrdleo Crudo 0.45 0.25 0.37
ligero
Petroleo Crudo 0.33 0.43 0.23
pesado

15
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La refineria tiene un contrato que obliga a entregar un millon de barriles de gasolina

90, cuatrocientos mil barriles de gasolina 84 y doscientos cincuenta mil barriles de
combustible para reactores. El objetivo es calcular cuantos barriles de cada tipo de
petréleo crudo son necesarios para cumplir con esta demanda y reducir al minimo los

costos.

3. Maximizar P =10x+12y sujetaa

X+Yy <60
X—2y>0
X,y>0

4. Maximizar P =5x+6y sujetaa

X+y <80
3X+2y <220
2x+3y <210
X,y=>0

5. Maximizar P =4x—-6y s.a

=
[
-]

y
=
%
o

6. Minimizar Z=x+Yy s.a

x—y=0
4x + 3y =12
9x + 11y < 99
x=8

xny=0

7. Maximizar Z =4x-10y s.a

16
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x—4y =4

2x—y=2

8. Minimizar Z =20x+30y s.a

2x+y =10
3x + 4y < 24
B8x+ 7y = 56

xny=10

9. Minimizar Z =7x+3y s,a

10. Maximizar Z =0.5x-0.3y s.a

11. Minimizar C=2x+y s.a

3x+y=3
dx+ 3y =6
x+2y =2

v =0

12. Minimizar C=2x+2y s.a

17
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x+ 2y = 80

3x 4 2y = 160
5x 4 2y = 200

rny =0
13. Maximizar Z =10x+2y s.a

x+2y=4
x—2y =0

x,v=0
14.  Minimizar Z=y-Xx s.a

x=3
x+3v=6

x—3y =—6

I

Ly =0

15. “Jaén SAC” trabaja dos centros mineros para extraer oro y plata. Operar la mina
Saddle cuesta $ 14 000 por dia y produce 50 onzas de oro y 3000 onzas de plata
cada dia. Operaré la mina Horseshoe cuesta $ 16 000/dia y produce 75 onzas de oro
y 1000 onzas de plata cada dia. La gerencia de la empresa ha establecido un
objetivo de al menos 650 onzas de oro y 18 000 onzas de plata. ;Cuantos dias debe

operarse cada mina de manera que el objetivo pueda lograrse con el costo minimo?

16. En una hacienda de 105 hectareas, se planea realizar diversas actividades: cultivar
café y cacao, plantar peras y platanos, y reforestar con cedro y eucalipto. Los
beneficios por hectéarea son: $3 por café, $2.5 por cacao, $3.5 por peras, y $4 por
platanos. Ademas, se recibe una subvencion de $5 por hectéarea de cedro y $4.5 por
hectarea de eucalipto. Se requiere que al menos el 40% de la tierra se dedique a
café y cacao, y como maximo el 35% a frutales o reforestacion. El objetivo es

determinar la distribucion de la tierra para maximizar los beneficios.

18
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